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ПРОБЛЕМА ОЦІНКИ ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ЗЕМНОЇ ПОВЕРХНІ 
ЗА ГЕОДЕЗИЧНИМИ ДАНИМИ 

 
Проаналізовано сутність оцінки деформацій земної поверхні за геодезичними даними та методів 

вирішення цієї проблеми в сучасних геодинамічних дослідженнях. Обґрунтовано необхідність вдоско-
налення чинних методів опрацювання даних. Запропоновано альтернативний підхід до вирішення 
проблеми на основі теорії відображення поверхонь і шляхи його впровадження. 
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Вступ 
Оцінювання напружено-деформованого стану 

земної кори та її фізичної поверхні – одне з акту-
альних завдань геолого-геофізичних досліджень, 
пов’язаних з описом перебігу та прогнозуванням 
низки фізичних процесів, які відбуваються на су-
часному етапі еволюції Землі. Завдання є комп-
лексним і вирішується за результатами різнобіч-
ного моніторингу земної поверхні за допомогою 
моделювання полів різної фізичної природи та по-
шуку їх взаємозв’язків. Одна із складових таких 
досліджень – геодезичні методи моніторингу 
геодинамічних процесів. Вони передбачають пов-
торні спостереження на геодезичних мережах, 
опрацювання та інтерпретацію одержаних резуль-
татів з метою отримання кількісних даних про су-
часні рухи та деформацій фізичної поверхні Землі. 

 
Аналіз досліджень  

та невирішені частини загальної проблеми 
Теоретичною основою опису напружено-дефор-

мованого стану земної кори є математична теорія 
пружності [Ландау, Лифшиц, 1953]. За канонами 
теорії, кора розглядається як суцільне середовище 
і для вираження параметрів деформації поділяєть-
ся на елементи тих чи інших геометричних форм 
скінченного розміру за гіпотези, що такі елементи 
є твердими тілами. Пружне тверде тіло піддається 
дії сил, які спричиняють зміщення та деформації. 
Основне положення теорії пружності полягає у 
тому, що за умови однорідності зміщення є ліній-
ною вектор-функцією координат точок поверхні 
скінченого елемента, виражених у декартовій пря-
мокутній системі простору Е2 або Е3. По суті, 
теорія пружності займається дослідженням такої 
вектор-функції. Дослідження зводяться до вста-
новлення відповідної їй матриці коефіцієнтів як 
геометричного об’єкта, який залежить від дефор-
мувальних сил і структури пружного чи абсол-
ютно твердого тіла і виражає відповідне афінне 
перетворення векторного поля зміщень. Такий 
об’єкт називають тензором деформації. Він визна-
чає різні показники деформованого стану скінчен-
них елементів. 

Загальна теорія пружності дає змогу виразити 
будь-які деформації [Оден, 1976]. Однак похо-

дження та структура геодезичних даних унемож-
ливлюють пряме застосування теорії до ви-
рішення окресленої проблеми. Адже геодезичні 
спостереження проводяться тільки на фізичній 
поверхні Землі і мають дискретну структуру, а 
вираження нелінійних деформацій твердих тіл 
можливе лише за умови визначення зміщень у 
вершинах об’ємних (чи плоских) скінченних 
елементів і вздовж напрямних сторін між їх 
вершинами. З цієї причини за геодезичними 
даними виражають, як правило, лінійні горизон-
тальні деформації. Для цього за основу беруть 
класичну теорію деформації суцільного середо-
вища [Ландау, Лифшиц, 1953] і, залучивши 
метод скінченних елементів, досягають аналітич-
ного вирішення задачі в межах їх найпростіших 
моделей, здебільшого симплексів. Масове вико-
ристання методу скінченних елементів у вітчиз-
няних геодинамічних дослідженнях започатку-
вали наукові напрацювання, викладені у моно-
графії М.П. Єсікова [Есиков, 1979]. Відтоді 
метод набув різних видозмін. Однак практично 
всі рішення обмежувались симплексною ліній-
ною моделлю і мали за мету вираження відпо-
відних їй компонент тензора деформації. Винят-
ком є дослідження, зведені до роботи [Марченко 
та ін., 2012], де до визначення тих самих компо-
нент залучено апарат білінійних функцій з їх 
апроксимацією на скінченних елементах у формі 
чотирикутника і комбінації локальних сплайн-
функцій Ерміта. 

Достатньо висока інформативність методу скін-
ченних елементів для вирішення окресленої про-
блеми не викликає жодних сумнівів. Однак не-
дотримання вимог його практичного втілення гра-
нично зумовлює формальні результати інтерпре-
тації. Передусім це виникає внаслідок того, що у 
класичній постановці метод призначений для опи-
су лінійної деформації. Оскільки дійсний закон її 
перебігу апріорі невідомий, то пряме застосування 
методу без перевірки відповідності умовам ліній-
ної деформації спричиняє суб’єктивні кінцеві ре-
зультати. Навіть за належного обґрунтування цих 
умов для окремих ділянок земної поверхні, інші 
ділянки позбавлені можливості неупередженого 
оцінювання деформації. Ця обставина звужує коло 
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застосування методу і зумовлює необхідність його 
узагальнення для оцінювання нелінійних дефор-
мацій або вироблення альтернативних підходів до 
вирішення проблеми. 

 
Постановка завдання 

Метою роботи є систематизація проблематики 
оцінки деформацій земної поверхні з погляду 
змісту вирішуваних завдань та перспектив вико-
ристання результатів опрацювання геодезич- 
них даних, а також обґрунтування альтерна-
тивних підходів і визначення шляхів виконання 
таких завдань. 

 
Виклад основного матеріалу досліджень 
Завдання оцінювання деформацій земної по-

верхні за геодезичними даними можна сформулю-
вати двояко залежно від його змісту та перспектив 
застосування кінцевих результатів. Відповідно 
можна визначити два підходи до його вирішення. 

1. Вираження тренду – загальної закономір-
ності деформації земної поверхні у певних окрес-
лених межах. Така постановка завдання зумовлює 
побудову математичної моделі рухів земної по-
верхні, яка передбачає розділення ефектів ендо-
генного та екзогенного походження. Струк- 
турно така модель містить систематичну складову 
(тренд), яка системою рівнянь визначеного класу 
виражає закон деформування поверхні та іден-
тифікує рухи ендогенного походження, і випадко-
ву складову, зумовлену екзогенними процесами та 
точністю вихідних даних. В означеній постановці 
виконання завдання потрібно передбачати чіткий 
поділ руху на систематичну і на випадкову скла-
дові. Позаяк ідеться про математичну модель, то 
такий поділ повинен ґрунтуватись на формальних 
математичних та імовірнісних критеріях. З одного 
боку, критерієм повинна бути точність побудови 
емпіричних формул, які відповідають визначе-
ному класу функцій у разі опису ними тренду, з 
іншого – відповідність випадкової складової 
нормальному законові розподілу, що є наслідком 
низки граничних теорем теорії ймовірностей. 
Обидві мотивації встановлення критерію спільні. 

Найпростіше можна описати тренд середнім 
зміщенням поверхні. Таке його вираження задо-
вольняє принцип Коші–Гельмгольца як паралель-
не перенесення ділянки земної поверхні. Тоді пред-
метом оцінювання її деформованого стану, зокре-
ма чистої деформації та обертання, є випадкова 
складова моделі. 

Ієрархічно вищим рівнем є вираження тренду в 
межах лінійної геометричної моделі однорідної 
деформації [Есиков, 1979; Ландау, Лифшиц, 1953]. 
Якщо припустити, що реальна деформація земної 
поверхні задовольняє її вимоги, то застосування 
лінійної моделі для опису тренду цілком виправ-
дане. Лінійна функція виражатиме систематичну 
частину рухів поверхні, які можна тлумачити як 
низькочастотні коливання. За таким тлумаченням 
високочастотні коливання – це випадкова скла-
дова моделі, та вони будуть предметом оціню-

вання відповідно до поставленої проблеми. 
Сумарні значення систематичної і випадкової 
складових параметрів деформації опишуть 
деформований стан території загалом. Якщо такий 
підхід застосовувати до виконання завдання в 
чистому вигляді, то необхідно розширити зміст 
терміна “скінченний елемент”. Адже симплекс чи 
інші прості форми скінченних елементів як моделі 
систематичної складової позбавлені змісту. Оче-
видно, скінченним елементом слід вважати гео-
метричну фігуру, яка окреслює межі всієї дослі-
джуваної території. Виразити тензор деформації 
для такого скінченного елемента аналітичним 
способом неможливо, адже кількість пунктів, які 
окреслюють елемент земної поверхні, разом з 
пунктами, котрі містяться у його межах, значно 
перевищує кількість коефіцієнтів лінійної функції. 
Їх різниця виражає кількість надлишкових виміря-
них величин. За такої додаткової умови встанов-
лення тензора деформації можна досягти апрокси-
мацією лінійної функції способом найменших 
квадратів [Мазмишвили, 1968]. Щодо випадкової 
складової деформації, то її можна оцінювати у 
межах скінченних елементів будь-яких геометрич-
них форм, зокрема й симплексів. 

Загалом закономірності процесу деформації мо-
жуть бути складнішими. Їх можна виразити будь-
якими нелінійними функціями, якщо вони непе-
рервні та диференційовані, залучивши той самий 
спосіб найменших квадратів. Тож, крім лінійної 
моделі, можливі й альтернативні розв’язки задачі, 
але у межах класичної постановки методу скін-
ченних елементів вони безперспективні. 

2. Оцінювання деформацій окремих геологічних 
структур. За такого формулювання завдання не-
обхідна побудова структурної моделі поверхні. По-
чаткова стадія її створення передбачає районуван-
ня – поділ території на частини, які повторюються 
у просторі і знаходяться у визначених відно-
шеннях одна з одною, залежно від геологічної  
чи тектонічної будови верхніх горизонтів кори.  
З огляду на загальну теорію деформації суцільного 
середовища [Ландау, Лифшиц, 1953], такі частини 
поверхні є скінченними елементами визначених 
розмірів з їх середніми фізико-механічними влас-
тивостями. За умови доступних достовірних даних 
про геологічну чи тектонічну будову території, 
саме ці властивості повинні бути основою району-
вання. Тоді наступні стадії побудови моделі зво-
дяться до систематизації геодезичних пунктів 
відносно її структурних частин і наступного 
опрацювання результатів спостережень на цих 
пунктах. У разі відсутності достовірних даних про 
будову території, її поділ можна здійснити 
формально за дискретними результатами вимірів 
зміщень пунктів геодезичної мережі, спираючись 
на ті чи інші математичні або ймовірнісні критерії. 
Ступінь деталізації результатів районування виз-
начає густота покриття території пунктами.  
Беручи до уваги фізичне походження рухів земної 
поверхні, можна очікувати пряму кореляцію 
результатів такого районування з розташуванням 
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геологічних і тектонічних структур. За будь-якого 
з окреслених підходів до районування законо-
мірність деформації поверхні у межах виділених 
одиниць структурної моделі потрібно встанов-
лювати емпірично. Це породжує вже розкриту 
вище проблему: якщо виявлену закономірність ви-
ражає нелінійна емпірична формула, оцінити де-
формацію поверхні методом скінченних елементів 
у його класичній постановці неможливо. 

Обидва підходи до оцінювання деформацій зем-
ної поверхні відокремлені та ідеалізовані штучно – 
їх можна застосовувати й у комплексі. За будь-
якого підходу залишається невирішеною задача 
вираження параметрів деформованого стану по-
верхні, який відповідає нелінійній моделі. 

Рухи земної поверхні, які виражені чисельно за 
результатами геодезичних спостережень, можна 
ідентифікувати як перетворення фізичної поверхні 
Землі, редуковані на ту чи іншу відносну відліко-
ву поверхню. Будь-яка із загальноприйнятих у гео-
дезії відлікових поверхонь має геометричну сут-
ність і зумовлює встановлення відповідної їй ко-
ординатної системи для геодезичних пунктів, які 
підлягають спостереженням. Така мотивація дає 
підстави розглянути проблему з геометричної точ-
ки зору безвідносно до походження і характеру 
рухів земної поверхні. Спробуємо окреслити її з 
позицій проективно-диференціальної геометрії. 
Фундаторами цього математичного напряму були 
ще К. Гаусс, Г. Монж, Л. Ейлер та інші послідов-
ники школи класичної диференціальної геометрії. 
Вони започаткувала теорію поверхонь, на яку нині 
спираються численні прикладні розв’язки. Най-
грунтовнішими виданнями у цьому напрямі на 
пострадянському просторі є [Каган, 1948; Норден, 
1956; Рашевский, 1950; Фиников, 1937]. Тож для 
пошуку шляхів вирішення поставленої проблеми 
використаємо теорію поверхонь та деякі рішення 
щодо врахування спотворень при їх відобра- 
женні, які застосовують у математичній карто-
графії [Мещеряков, 1968]. 

Розглянемо деяку регулярну поверхню S  з до-
вільною криволінійною системою координат yx,  

і виділимо на ній замкнену неперервну область 

S . Нехай n  точок   iii yxM ,  ),1( ni   

цілком визначають область  . Допустимо, з тих 
чи інших причин поверхня S  зазнала деформації і 

порушилось взаємне положення точок iM . Вна-

слідок деформації поверхня S  трансформувалась 

у деяку поверхню S   з криволінійними коорди-

натами yx , , а область   відобразилась на об-

ласть S  . При цьому   зберегла власти-
вості замкненої неперервної області. Її визначають 

ті самі точки iM , але    iii yxM , . Нехай 

відображення точок   iii yxM ,  на точки 

   iii yxM ,  описують функції 

 
  .

,

,








yxvy

yxux
           (1) 

Співвідношення між точками M  поверхні 
S  і точками M  поверхні S  , яке вира-
жають функції (1), називається відображенням 
(або проекцією) області S  на область 

S  . За теорії відображення поверхонь, фун-
кції (1) повинні бути однозначними, неперерв-
ними і двічі диференційованими з умовою 

 
  0

,

,





yx

yx
. 

Такі вимоги виражають властивість гомеомор-
фізму – відображення, яке реалізується такими функ-
ціями, взаємно однозначне і взаємно неперервне. 
Властивість гомеоморфізму дає змогу задавати по-
верхні їх метричними формами і, отже, описувати не 
тільки власне проекцію а й внутрішню геометрію 
відображуваних поверхонь, зумовлену зміною їх 
метричних властивостей. Остання обставина є вирі-
шальною з точки зору перспектив застосування тео-
рії відображення поверхонь до вирішення постав-
леної у роботі проблеми, якщо взяти до уваги, що 
зміна метричних властивостей поверхонь спричи-
нена їх деформацією. Тоді геометричні параметри 
гомеоморфного відображення (1), які описують такі 
зміни і виражають спотворення проекції, і є, по суті, 
характеристиками деформації поверхні. 

Отже, якщо описати лінійний елемент ds , 
який відповідає поверхні S , першою квадратич-
ною формою 

222 2 GdyFdxdyEdxds  ,          (2) 

де коефіцієнти GFE ,,  є неперервними і двічі 

диференційованими функціями криволінійних ко-
ординат yx, , і так само – лінійний елемент sd   

на поверхні S  , то співвідношення dssd   роз-

криває можливості з урахуванням функцій (1) 
отримати різні величини, які характеризують влас-
тивості відображення S  на S  : коефі-
цієнт спотворення проекції   у довільному ази-

муті  , коефіцієнти екстремальних спотворень 

amax  і bmin  та відповідні їм головні на-

прями   і  +π/2, коефіцієнти m  і n  спо-

творень на поверхні S   координатних ліній по-
верхні S  та азимути   та   їх зображень на 

S  , кути   і   спотворення ортогональності ко-
ординатних ліній yx,  на поверхні S  , коефіцієнт 

p  спотворення площі замкненої області S  

при її відображенні на S  . У зв’язку з цим важли-
во зазначити таке. 

1. Зміст означених величин тотожний змістові 
відповідних їм аналогів, якими оперують у теорії 
деформації суцільного середовища. Зокрема, дила-
тації   відповідає коефіцієнт спотворення площі 
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p , максимальному та мінімальному розширенням 

1E , 2E  і головному напрямку деформації   – кое-

фіцієнти екстремальних спотворень amax , 

bmin  і азимут  , зсув m  виражає різниця 

ba  , а обертання   ділянки поверхні як або-
лютно твердого тіла описують кути   і  . Така 
тотожність має просте пояснення: вказані пара-
метри деформації виражає тензор, який в обох 
теоріях має диференціальне походження. Його 
компонентами є частинні похідні функцій, які ви-
ражають закономірність деформації. Важливо до-
дати, що за канонами теорії пружності при форму-
ванні тензора і вираженні за ним параметрів де-
формації здійснюється лінеаризація функцій і вра-
ховуються лише малі величини першого порядку. 
Це обмеження викликане умовою вираження од-
норідної деформації твердого тіла нескінченно ма-
лого розміру і перспективою досягнення аналі-
тичного розв’язку задачі. У зв’язку з цим вирі-
шення проблеми з позицій теорії поверхонь буде 
узагальнюючим і точнішим.  

2. Окреслені величини описують відповідні їм 
властивості гомеоморфного відображення неза-
лежно від виду функцій (1). Це розкриває нові 
перспективи вирішення проблеми оцінювання де-
формованого стану земної поверхні. Крім того, 
окреслений підхід до її вирішення у межах теорії 
відображення поверхонь забезпечує ров’язок, який 
враховує ефект деформування координатних сис-
тем. Характеристики спотворення вихідної по-
верхні внаслідок її деформації можуть виражатись 
у системах координат обох відображуваних повер-
хонь. У цьому сенсі характеристики інваріантні. 

Основи загальної теорії відображення повер-
хонь розглядаються в довільній криволінійній сис-
темі координат yx, . Застосування теорії до роз-

в’язання різних прикладних задач змушує конкре-
тизувати координатні системи на відображуваних 
поверхнях з метою досягнення відповідності змі-
сту досліджуваних проблем або отримання прос-
тих розв’язків. У зв’язку з цим встановлюють таку 
параметризацію поверхонь, щоб лінійний елемент 
ds  виражався найменшим числом коефіцієнтів. 

Питання параметризації поверхонь прямо по-
в’язані з вибором координатних систем на гео-
дезичних відлікових поверхнях. Враховуючи те, 
що перетворення фізичної поверхні Землі внаслі-
док деформації відображаються в таких коорди-
натних системах, а також беручи до уваги мас-
штаби перетворень, спробуємо систематизувати 
різні підходи і визначити відповідні шляхи ви-
рішення проблеми оцінки деформацій з позицій 
теорії відображення поверхонь. 

1. Ріманова (евклідова) параметризація повер-
хонь. За такого вибору поверхні мають нульову 
кривину, а їх внутрішня геометрія описується еле-
ментарними співвідношеннями. Зокрема, для лі-
нійного елемента ds  маємо: 

222 dydxds  .  (3) 

У теорії поверхонь практичне застосування 
ріманової системи обмежене, оскільки її вважають 
виключно локальною і в разі відображення скін-
ченних областей поверхонь доводиться перерахо-
вувати їх координати за переходу від однієї точки 
поверхні до іншої, що ускладнює розрахунки. Та-
ка вада не суперечить її використанню для вирі-
шення поставленої проблеми, якщо координати 
геодезичних пунктів виразити у прямокутній сис-
темі проекції Гаусса–Крюґера і взяти до уваги до-
бре налагоджений механізм перетворення коорди-
нат з однієї зони проекції на іншу. Подібна аргу-
ментація виправдовує застосування ріманової па-
раметризації поверхонь для оцінювання деформа-
цій локального і регіонального масштабів. Врахо-
вуючи, що плоскі області   і   є конформними 
проекціями відповідних їм областей земної повер-
хні до та після деформації, відображення S  
на S  , задане функціями (1), є квазікон-
формним [Мещеряков, 1968]. 

У роботі [Тадеев, 1986] доведено, що за умови 
реалізації відображення лінійними функціями, ве-
личини, які характеризують його властивості, то-
тожні їх аналогам класичної теорії лінійної де-
формації суцільного середовища, але обчислю-
ються точніше. Наприклад, коефіцієнт спотворен-

ня площі 2112221122111 eeeeeep  , де 

ije  – коефіцієнти лінійної функції (компоненти 

тензора деформації), тоді як дилатація Θ=е11+ 

122  pe . Знак наближеної рівності вказує, 

що дилатація обчислюється лише з точністю ма-
лих величин першого порядку. Оскільки резуль-
тати вирішення проблеми з точки зору обох теорій 
тотожні, цим засвідчується їх взаємозв’язок, а 
спільне використання дає змогу інтерпретувати 
досліджувану проблему як з геометричної, так і з 
фізичної точок зору. З іншого боку, розв’язок з 
позицій теорії відображення поверхонь можна 
трактувати як узагальнений, якщо прийняти до 
уваги перспективу оцінювання не лише лінійних 
деформацій. Адже функції (1) можуть мати будь-
яку аналітичну форму, аби лиш вони задовольняли 
умову гомеоморфізму. З цієї точки зору окреслене 
вирішення проблеми має очевидні переваги. 

2. Ізометрична параметризація поверхонь. Ор-
тогональність координатних ліній в ізометричній 
системі породжує властивість коефіцієнтів квад-
ратичної форми (2), яка має вигляд Е = G = 

),(2 yx , де функція  yx,  характеризує 

кривину поверхні. Внаслідок цього лінійний еле-
мент ds  розкриває співвідношення 

  ][, 2222 dydxyxds   ,       (4) 

а його напрям   визначає така сама проста рівність, 

як і при рімановій параметризації: dxdytg  . За 

такої властивості ізометричної системи спро-
щується вираження характеристик відображення 
поверхонь порівняно із системою довільних криво-
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лінійних координат. Незначне ускладнення викли-
кає хіба що необхідність врахування функцій 

 yx, . З іншого боку, ця властивість ізо-

метричної системи прямо пов’язана з парамет-
ризацією поверхні земного еліпсоїда обертання. 
Тут координатними лініями є меридіани і пара-
лелі, які визначають собою геодезичну систему 
координат як найоптимальнішу для визначення 
положення пунктів на цій відліковій поверхні. 
Врахування її кривини чітко регламентує сферо-
їдальна геодезія, тому з точки зору практичного 
запровадження ізометричної параметризації для 
вирішення поставленої проблеми немає жодних 
перешкод. Якщо дотримуватись критеріїв класифі-
кації геодинамічних рухів [Войтенко та ін., 2008], 
то оцінювання геодеформацій, редукованих на 
поверхню земного еліпсоїда обертання і виражених 
за канонами теорії відображення, має безсумнівні 
перспективи з точки зору оцінки деформацій земної 
поверхні не лише регіонального, а й глобального 
(зокрема планетарного) масштабів. 

3. Параметризація поверхонь у системі гео-
центричних просторових координат XYZ . По-
треба пошуку вирішення проблеми за такої умови 
вмотивована перспективою використання резуль-
татів геодезичного моніторингу в мережах перма-
нентних GPS-станцій та станцій інших методів су-
путникової геодезії. Вирішення проблеми у такій 
постановці однаково актуальне під час оцінювання 
деформацій будь-яких масштабів, а результат за-
лежить від географічної прив’язки земної повер-
хні, густоти і масштабів її мережевого покриття. 
Очевидно, розв’язання може бути двояке. По-пер-
ше, враховуючи однозначні зв’язки координатної 
системи XYZ  з системами геодезичних і плоских 
прямокутних координат, оцінювати деформації 
можна на засадах ріманової та ізометричної 
параметризації поверхонь за умови відповідного 
перетворення координат XYZ . Тоді опису підля-
гає горизонтальна складова рухів земної поверхні. 
За такого підходу до вирішення проблеми втра-
чаються інформативні можливості координування 
земної поверхні, які забезпечує просторова гео-
центрична система. Тому з метою повноцінного їх 
використання і оцінювання просторових деформа-
цій доцільно шукати розв’язок на засадах опису 
триортогональної системи співфокусних повер-
хонь. Функції, які реалізовують відображення у 
довільних криволінійних координатах zyx ,,  

такої системи, мають вигляд 

 
 
 










zyxwz

zyxvy

zyxux

,,

,,

,,
,             (5) 

а лінійний елемент простору ds , відповідно до 
умови Ламе [Каган, 1947; Норден, 1956], виражає 
диференціальне співвідношення 

2222222 dzCdyBdxAds  .            (6) 

Коефіцієнти CBA ,,  визначають кривину повер-

хонь yOz , xOz , xOy . Беручи до уваги, що в 

геоцентричній просторовій системі XYZ  коор-
динатні поверхні мають нульову кривину,  
А 1 CB . Цим спрощується вираз для еле-
мента ds  і посвідчується факт, що система ко-
ординат XYZ  – це частковий випадок триорто-
гональної системи поверхонь, параметризованих 
довільними криволінійними координатами х, y, z. 
Така обставина дає змогу за співвідношенням 

dssd   виразити властивості гомеоморфного ві-

дображення (деформації) областей земної поверх-
ні, яке реалізують функції (5) у системі геоцен-
тричних просторових координат XYZ .  

Найбільшою проблемою запровадження роз-
критих підходів є вираження функцій, які реалі-
зують відображення. Адже такі функції повинні 
виражати закономірності та відтворювати рухи 
геологічних структур. 

У класичній постановці теорії поверхонь така 
задача інтерпретується як обернена задача теорії. 
Вона застосовується, зокрема, в математичній кар-
тографії [Мещеряков, 1968], де за областями 

S  і S   і характеристиками відобра-
ження встановлюється вид функцій (1). Викорис-
тання класичного розв’язку оберненої задачі для 
вирішення поставленої проблеми безперспектив-
не, оскільки характеристики відображення апріорі 
невідомі, а вихідними даними є лише дискретні 
показники зміни координат пунктів. Можна тільки 
допустити можливість отримання подібного роз-
в’язку, якщо залучити додаткову інформацію гео-
лого-геофізичного походження про напружено-де-
формований стан земної поверхні. 

З огляду на реалії і враховуючи дискретну 
структуру геодезичних даних, єдиним доступним 
засобом оцінювання неперервних у просторі де-
формацій є емпіричний, який передбачає апрок-
симацію функцій за відомим дискретним розпо-
ділом. Завдання виводу емпіричних формул, які 
відповідають функціям (1), не має однозначного 
виконання. Тим самим порушуються умови го-
меоморфізму. З цієї причини розв’язання необ-
хідно аргументувати з точки зору коректності 
постановки, а одержаний емпіричним шляхом 
результат оцінювати показниками точності. Якщо 
вибір аналітичної форми функцій аргументований 
змістом поставленого завдання, то ймовірним є й 
аналітичний розв’язок. Однак можливості його 
отримання обмежуються умовою рівності числа 
k  невідомих коефіцієнтів емпіричної формули та 

числа n  пунктів iM , які визначають відобра-

жувані області. Крім того, таке розв’язання поз-
бавлене перспектив порівняння кінцевих резуль-
татів і вибору альтернативи. На основі цього, 
доцільно залучати числові методи розв’язувань, 
наприклад, спосіб найменших квадратів [Мазми-
швили, 1968]. Під час опрацювання вихідних 
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даних цим способом обов’язкове виконання умови 
kn  . Така умова, крім визначення коефіцієнтів 

емпіричних формул, забезпечує оцінку точності 
коефіцієнтів, формул загалом, а також обчислених 
за ними параметрів деформації. Крім того, спосіб 
найменших квадратів враховує неминучі похибки 
координат геодезичних пунктів. Точність апрокси-
мації емпіричних даних є критерієм вибору оп-
тимальних аналітичних форм функцій, які реалі-
зують відображення, а також показником, який 
оцінює ступінь наближення кінцевого розв’язку 
до строгого з погляду відповідності умові го-
меоморфізму. 

 
Висновки 

Аналіз сутності проблеми та методів її вирі-
шення за геодезичними даними в сучасних геоди-
намічних дослідженнях показує необхідність вдо-
сконалення чинних методів та вироблення альтер-
нативних рішень. У роботі розглянено постановку 
проблеми з позицій проективно-диференціальної 
геометрії. Беручи за основу теорію відображення 
поверхонь, окреслено шляхи вирішення проблеми. 
Її розв’язання пов’язано з координатними систе-
мами, які визначають положення геодезичних 
пунктів, та масштабами геодинамічних процесів. 
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ПРОБЛЕМА ОЦЕНКИ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

ПО ГЕОДЕЗИЧЕСКИМ ДАННЫМ  

А.А. Тадеев, О.А. Тадеева, П.Г. Черняга 

Проанализированы сущности оценки деформаций земной поверхности по геодезическим данным 
и методов решения этой проблемы в современных геодинамических исследованиях. Обоснована необхо-
димость усовершенствования действующих методов обработки данных. Предложен альтернативный под-
ход к решению проблемы на основе теории отображения поверхностей и пути его реализации. 

Ключевые слова: деформации земной поверхности; метод конечных элементов; теория отобра-
жения поверхностей; параметризация поверхностей; координатные системы; аппроксимация функций. 

 
PROBLEM OF ASSESSING OF THE EARTH’S SURFACE STRAIN STATE 

BY GEODETIC DATA 

O.A. Tadyeyev, O.O. Tadyeyeva, P.G. Chernyaha 

Analysis of nature of estimation of the earth’s surface deformations by geodetic data and the methods to 
solve this problem has been done in recent geodynamical research. The necessity of improvement of existing 
methods of data processing has been substantiated. The alternative approach to solving the problem based on the 
theory of surface reflection and the ways of its implementations are suggested. 

Key words: deformation of the earth’s surface; finite element method; theory of surfaces reflection; 
parameterization of surfaces; coordinate systems; approximation of functions. 
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