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Описана математична модель KWTA-нейронної схеми (“K-winners-take-all”), 
призначеної для ідентифікації К найбільших серед N змінних у часі дискретизованих 
сигналів, де NK1 <≤ . Встановлюється, що для забезпечення коректного функціо-
нування моделі динамічний зсув вхідних сигналів протягом перехідних процесів 
повинен змінюватись набагато швидше ніж вхідні сигнали. Наведено відповідні 
результати комп’ютерного моделювання.  

Ключові слова: математична модель, KWTA-нейронна схема, дискретизований 
сигнал, динамічний зсув, комп’ютерне моделювання. 

 
Mathematical model of discrete-time KWTA-neural circuit (K-winners-take-all) that 

can identify K largest among N variable in time sampled signals, where NK1 <≤  is 
described. It is stated that in order to guarantee correct model functioning a dynamic shift of 
input signals should be changed much faster than input signals during transients. 
Corresponding computer simulation results are provided.   

Key words: mathematical model, KWTA-neural circuit, sampled signal, dynamical shift, 
computer simulation.  

 
1. Вступ 

Як відомо, нейронні мережі типу “K-winners-take-all” (KWTA-мережі) здійснюють вибір K  серед 
N  елементів, де  NK1 <≤ , з більшими значеннями активаційних функцій, ніж у решти KN −  
елементів. Коли K  дорівнює одиниці, KWTA-мережа є мережею типу “Winner-takes-all” (WTA-
мережею), яка може розрізняти нейрон з максимальною активацією [1–3]. Вибір K  найбільших 
елементів з множини даних N  дійсних чисел є ключовою задачею мереж прийняття рішень, 
розпізнавання образів, пов’язаних пам’ятей і конкуруючого навчання [4, 5]. Задачі такого типу 
природно зустрічаються під час розв’язання задач класифікації і застосовуються для розробки 
класифікаційних нейронних мереж, для розв’язання задач розпізнавання і класифікації зразків [6]. 
KWTA-мережі застосовуються в телекомунікаціях, особливо для керування пакетними перемикачами 
даних [7]. KWTA-механізми мають важливі застосування у машинному навчанні, зокрема, під час 
розв’язання задач класифікації k найближчих об’єктів, кластеризації k значень [8, 9]. KWTA мережі 
можна застосовувати для підвищення ефективності виробництва, у технічній і медичній діагностиці з 
використанням комп’ютерів, фінансах, відслідковуванні і отриманні інформації, отриманні і аналізі 
даних, прогнозуванні, навчанні, аналізі оглядів і анкет на різні теми [10]. 

 

2. Огляд літературних джерел 
Існує низка нейронних мереж типу “K-winners-take-all”, які мають як свої переваги, так і 

обмеження. Так, наприклад, динамічна система з глобальною збіжністю до єдиних стабільних станів 
рівноваги пропонується в [11]. Нейромережева схемотехнічна реалізація системи містить N комірок, 
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представлених підсилювачами, глобальним зворотним зв’язком і щонайбільше 2N взаємозв’язками, де 
N – кількість входів. Конструюється і тестується числовими методами застосування мережі (так званий 
“К-селектор”), сигнали якого визначають К найбільших елементів множини вхідних сигналів. Для 
заданої щільності вхідних елементів отримуються можливі інтервали сепарації вихідних сигналів. 
Схема вимагає підсилювачів з великим коефіцієнтом підсилення, відповідного керуючого джерела, 
придатного масштабування вхідних даних і скидання вихідних сигналів.    

KWTA-нейронні мережі обробки дискретизованих сигналів порівняно з аналоговими 
мережами є надійнішими і демонструють вищу точність обробки сигналів [12]. Проста і швидкісна 
мережа дискретного часу, яка не використовує концепцію взаємного затримання, призначена для 
знаходження К максимальних з множини N  невідомих вхідних сигналів ( NK1 <≤ ) у разі великої 
кількості вхідних сигналів, описана в [13]. Мережа має одношарову структуру і визначає  
динамічний зсув вхідних сигналів для отримання необхідної кількості K  переможців. Мережа має 
обмежений діапазон обробки сигналів, потребує постійного відновлення початкового динамічного 
зсуву до центра діапазону його зміни і не має властивості збереження впорядкованості сигналів.    

Переважна більшість відомих KWTA-мереж мають обмежену роздільну здатність, відзна-
чаються обчислювальною складністю, обмеженим діапазоном обробки сигналів, для повторного 
використання такі мережі вимагають прецизійного відновлення їх початкових станів. Відповідні 
енергетичні функції мереж містять багато локальних мінімумів і не мають глобального мінімуму. 
Тому вихідні сигнали мереж можуть прямувати до різних встановлених режимів, що перешкоджає 
їх застосуванню для обробки сигналів у реальному часі [1, 14–16].  

Описано математичну модель KWTA-нейронної схеми, призначеної для обробки невідомих, 
змінних у часі дискретизованих сигналів. Модель відзначається простотою і здатністю до обробки 
сигналів будь-якого скінченного діапазону, вона має властивість збереження впорядкування 
сигналів. Наводяться результати комп’ютерного моделювання обробки змінних у часі дискре-
тизованих сигналів.   

 

3. Постановка задачі 
Нехай задано N  дійсних чисел від 1a  до Na , 1N > , тобто N21 a,...,a,a , як миттєвих значень 

вхідних сигналів і необхідно вибрати K  найбільших з них, де  NK1 <≤  – ненегативне ціле. 
Припустимо, що задані числа розподілені у відомому діапазоні )A,A(a maxmin∈ . Приймемо, що ці 
числа не рівні між собою (відрізняються між собою за значеннями) і впорядковані у спадаючому за 
величиною порядку так, що задовольняються нерівності 

N21 aaa >>>  ,                                                                 (1) 

де індекси N,,2,1   у загальному випадку можуть відрізнятись від оригінальних номерів входів, 

означаючи, що компоненти вектора ]a,,a[a N1 =  – впорядковані. Побудуємо математичну 

модель нейронної схеми, яка обробляє вхідний вектор дискретизованих сигналів a  так, що після 
скінченної кількості ітерацій отримуються вихідні сигнали схеми ]b,,b[b N1 = , які 
задовольняють нерівності  

 N,,2K,1Kj,0b;K,,2,1i,0b ji  ++∈<∈> .                                         (2) 

Нерівності (2) виражають KWTA-властивість, тобто, що саме вихідні сигнали від 1b  до Kb  

"виграють" конкуренцію і той факт, що тільки вони є позитивними компонентами вектора b  

свідчить про те, що вхідні сигнали від 1a  до Ka  є  K  найбільшими компонентами вектора a .  
 

4. Результати дослідження 
4.1. Математична модель KWTA-нейронної схеми обробки дискретизованих сигналів 

Виконаємо попередню обробку заданого вектора a  вхідних сигналів, віднявши від усіх його 
компонентів значення minA  і отримаємо додаткові сигнали  

 N21 ccc >>>  ,                                                                  (3) 
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де minnn Aac −= , N,...,2,1n = . Неважко побачити, що сигнали (3) перебувають у діапазоні ( )A,0 , 

де minmax AAA −= >0, тобто ( )A,0c∈ , де ]c,...,c,c[c N21= . Оскільки вхідні сигнали (1) не рівні 
між собою і розподілені у відомому діапазоні, тому сигнали (3) також різні і обмежені в діапазоні 
( )A,0 . Отже, для будь-яких NK1 <≤  існують такі значення ℜ∈x , які задовольняють нерівності 

  .N,,2K,1Kj,xc;K,,2,1i,xc ji  ++∈<∈>                                           (4) 

Віднявши x  від (4), одержимо 
.N,,2K,1Kj,0xc;K,,2,1i,0xc ji  ++∈<−∈>−                                       (5) 

Як можна побачити з (5), сигнали xcn − , де N,...,2,1n = , мають KWTA-властивість. Тому такі 
сигнали можна використати, як вихідні сигнали моделі KWTA-нейронної схеми, тобто можна 
записати рівності 

N,,2K,1Kj,xcb;K,,2,1i,xcb jjii  ++∈−=∈−= .                                    (6) 

Для побудови моделі KWTA-нейронної схеми необхідно розробити процедуру знаходження 
значення скалярного динамічного зсуву вхідних сигналів x , який задовольняє нерівність (4). 
Використаємо для цього вимогу, що такий зсув у встановленому режимі повинен перебувати у 

діапазоні ( )A,0 . Спроектуємо траєкторію дискретного часу )k(x , де m,...,2,1k =  – кількість 

ітерацій до досягнення встановленого режиму, яка може перетнути весь діапазон ( )A,0 . Нехай така 

траєкторія буде розв’язком відповідного різницевого рівняння )x(x )k()1k( ϕ=+  з початковою 

умовою )1(x , де )x( )k(ϕ  – певна функція, яка повинна бути визначена. Припустимо, що у деякий 

момент дискретного часу )m(t  змінна )k(x  приймає у встановленому режимі значення )m()k( xx = , 

яке задовольняє нерівність (4). Для зупинки  обчислювального процесу у момент )m(t  визначимо 
таку умову, яка керує кількістю переможців і переможених у кожній дискретній часовій точці 
протягом обчислювального процесу   


=

−−=
N

1n

)k(
n

)k( )bsgn(NK2)x(R ,                                                   (7) 

де )x(R )k(  – k-те дискретне значення нев’язки, )k(
n

)k(
n xcb −=  – значення n-го вихідного сигналу  

моделі на k-й ітерації,  










<−
=
>

=
0bif,1

;0bif,0

;0bif,1

)bsgn(
)k(

n

)k(
n

)k(
n

)k(
n                                                         (8) 

– сигнум – (жорсткообмежувальна) функція, 
=

N

1n

)k(
n )bsgn(  – різниця між дійсними кількостями 

переможців і переможених. Сигнум-функція виконує порівняння між k-м дискретним значенням n-

го вихідного сигналу )k(
nb і нулем. Якщо  0b )k(

n > , тоді n-на сигнум-функція забезпечує вихідний 

сигнал ( ) 1bsgn )k(
n = , якщо  0b )k(

n = , тоді вихідний сигнал n-ї сигнум-функції ( ) 0bsgn )k(
n = , інакше 

( ) 1bsgn )k(
n −= . 

Визначатимемо динамічний зсув )k(x  за допомогою такого рекурсивного алгоритму:   

,xAxx )k()k()1k( Δ−=+                                                            (9) 

дe k)k()k( ))x(Rsgn(x α=Δ , α  – параметр, який гарантує збіжність алгоритму до KWTA-

розв’язку; ( ) Ax0 1 ≤≤  – початкова умова; m  – число ітерацій до досягнення збіжності пошуковим 
процесом встановленого режиму.  
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4.2. Обробка змінних у часі дискретизованих сигналів 
Нехай вхідні сигнали nc , N,...,2,1n =  вибираються випадково з певного розподілу. Тоді 

кількість ітерацій, необхідних для збіжності вихідних сигналів моделі KWTA-нейронної схеми nb , 

N,...,2,1n =  до стійких станів може бути подана, як   

A
logm N,1KN,K +

α
μ−μ

>                                                           (10) 

де N,1K+μ  і N,Kμ  – значення математичних сподівань 1Kc +  і Kc  відповідно вхідних сигналів, 

вибраних з певного розподілу [13, 17]. Вищенаведені результати є справедливими для множин 

постійних у часі вхідних сигналів (1), якщо період їх повторення τ= mT , де )k()1k( tt −=τ +  – 
період дискретизації. Однак модель, що описується різницевим рівнянням (9) і рівностями (6), може 
бути узагальнена для застосування у випадку змінних у часі вхідних сигналів 

)k(
n

)k(
n a)t(a = , 

N,...,2,1n = . У цьому випадку повинна задовольнятись умова   
)k()1k()k(

n
)1k(

n xxaa −<<− ++
                                                      (11) 

для кожного m,...,2,1k =  і зміна зсуву )k(xΔ  рівняння (9) повинна визначатись з рівності 

)k()k()k( ))x(Rsgn(x α=Δ , 
( )
( )




=α
≠αα

=α +

.0xRif,

;0xRif,
)k()1(

)k()1()k(
)1k(  Це означає, що нерівність  

m1m)k(
n

)1k(
n aa α−α<<− −+

 повинна задовольнятись для кожного 10 <α< , m,...,2,1k = ,  

N,...,2,1n = . Енергетична функція ( )( )kxR , де m,...,2,1k = , буде монотонно спадаючою до нуля 

функцією дискретного часу для кожних 10 <α<  і Ax0 )1( ≤≤ . Інакше кажучи, у цьому випадку 

динамічний зсув )k(x  повинен змінюватись значно швидше ніж вхідні сигнали протягом 
перехідних процесів. Тоді модель, що описується різницевим рівнянням (9) і рівностями (6), 
функціонуватиме коректно, як модель KWTA-нейронної схеми у випадку змінних у часі 
дискретизованих сигналів. Комп’ютерне моделювання функціонування моделі, що описується 
різницевим рівнянням (9) і рівностями (6) у випадку змінних у часі вхідних сигналів представлено у 
наступному розділі.  
 

4.3. Результати комп’ютерного моделювання 
Для ілюстрації теоретичних результатів, представлених у статті, розглянемо приклад з 

відповідним комп’ютерним моделюванням, яке демонструє обробку сигналів описаною моделлю 
KWTA-нейронної схеми.  

 
Приклад. Задамо множину, що містить три дискретизовані вхідні сигнали синусоїдальної 

форми з такими дискретними значеннями: ( )( )[ ]1i2k001.02sin2.1a )k(
i −+π=  ( 3,2,1i = , i.e. 

3N = ). Такі вхідні сигнали є змінними у часі і відповідна KWTA-задача є також нестаціонарною. 

На рис. 1 проілюстровано динаміку цих вхідних сигналів, зсуву )k(x  і відповідних вихідних 

сигналів моделі, що описується різницевим рівнянням (9) і рівностями (6) при K=2, 2.1Amin −= , 

4.2A = ,  7.0)1( =α  і 0x )1( = . Згідно з рис. 1, зсув )k(x  характеризується двома ітераційними (або 
пошуковими) процесами, тривалість яких є меншою, ніж період коливань вхідних сигналів. 

Обмеження (11) задовольняються для кожного jjjj mk,...,1k,kk ++= , де j=1,2 – номер 

ітераційного процесу. Два максимальні вхідні сигнали ідентифікуються у кожній дискретній 

часовій точці jjjj mk,...,1k,kk ++≠ .  
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Рис. 1. Графіки вхідних сигналів і відповідних вихідних сигналів KWTA-нейронної схеми  

при )k()k()k( ))x(Rsgn(x α=Δ , де 7.0=α  

 

Динаміка заданих трьох вхідних сигналів, зсуву )k(x  і відповідних вихідних сигналів 
часткового випадку моделі, що описується різницевим рівнянням (9) і рівностями (6), а саме при 

α=Δ ))x(Rsgn(x )k()k( , 1.0=α , наведена на рис. 2. Як можна побачити, траєкторія зсуву )k(x  

має частину з перехідним процесом в околі дискретної часової точки 9000k =  і три частини з так 
званим феноменом “вібрації” з тривалістю, меншою від періоду коливань вхідних сигналів.  
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Рис. 2. Результати моделювання KWTA-нейронної схеми при α=Δ ))x(Rsgn(x )k()k( , де 1.0=α  
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У дискретних часових точках траєкторії )k(x , у яких порушується умова 

1KK
)k()1k()k( aaxxx +

+ −<−=Δ  у кожній часовій точці llll mk,...,1k,kk ++=  існує вібрація 

зсуву )k(x , де l=1,2,3,4 – кількість ітераційних або вібраційних процесів. Як можна побачити, і  в 
цьому випадку два найбільших вхідних сигнали визначаються у кожній дискретній часовій точці 

llll mk,...,1k,kk ++≠ .  

Отже, результати моделювання показують, що описана модель  KWTA-нейронної схеми 
придатна для ефективного визначення найбільших  серед змінних у часі дискретизованих сигналів. 
Інакше кажучи, результати моделювання демонструють добру відповідність теоретичному прогнозу.  

 
5. Висновки 

Описано математичну модель нейронної схеми типу “ K -winners-take-all”, призначеної для 
обробки змінних дискретизованих сигналів. Модель, що функціонує на основі динамічного 
зсування вхідних сигналів, придатна для обробки будь-яких нерівних між собою сигналів із 
скінченними значеннями і має властивість збереження  впорядкування сигналів. На відміну від 
аналогів модель є простою, придатною для обробки будь-яких нерівних між собою сигналів із 
скінченними значеннями, незалежною від початкових значень сигналів. Модель можна реко-
мендувати до використання за необхідності проектування простих KWTA-нейронних схем обробки 
змінних дискретизованих сигналів з високими  роздільною здатністю і швидкістю обробки сигналів 
широкого діапазону, незалежністю від початкових значень сигналів, властивістю збереження 
впорядкування сигналів.   
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