
При реализации на практике полученного алгоритма (19) не
обходимо учесть также следующие условия, связьівающие козф- 
фициентьі т\\ сумма их величин должна равняться нулю, а центр 
масс создаваемой многоточечной модели целесообразно совмес- 
тить с центром масс Земли. В отдельньїх случаях имеет смьісл 
учитьівать также (кроме гармоник нулевого и первого порядков) 
и те гармонические козффициентьі геопотенциала, которьіе уже 
достаточно надежно определеньї к настоящему времени и счита- 
ются фундаментальними геодезическими постоянньїми. Позтому в 
общем случае будем полагать, что нам задано t условньїх урав- 
нений (t< .N )

G M = W ,  (21)

где злементьі матрицьі G =  «,iv размерностью (tX.N) пред
ставлена в виде

_  1 cos&2) I cos rnXl. . ____ . , (22 )
/ М  \ а )  2/г +  І (sin  т\1

а злементьі вектора W { t\  1) —  суть те нормированньїе гармони
ческие козффициентьі Спт, S nm геопотенциала, с которьіми требу- 
ется на основании (21), (22) согласовать величини т] .  В (22) 
di, di, hi — полярние координати t-ой точечной масси; а  — боль- 
шая полуось общеземного зллипсоида; P™{o.osbi)  — нормиро- 
ванная присоединенная функция Лежандра; fM  —  произведение 
гравитационной постоянной на массу планети; индекс / виражает 
порядковие номера учитьіваемьіх гармоник Спт, S nm-

Составим теперь вспомогательную функцию (Лагранжа) в сле- 
дующей форме:

0 a =  v 1 C-fj v  +  aM TF M -l-2 K 'r ( G M -  W),  (23)

где К  — вектор (/ X I)  неопределенних множителей Лагранжа 
(коррелат). Тогда Фа (после дифференцирования и необходимих 
преобразований) имеет относительний минимум при ■

*  =  IN U +  Nl2 (QGTRGQ -  Q) АГ, , ] - 1 • { ( / , -  |
- N „ l Q Q T R W - ( Q G T R G Q - Q ) U 2]yt \ (24)

M  =  Q {GTR [W -  G Q( U, -  N2, X ) ]  +  U2 - N 2t X) ,  J

где
Q =  (Л 2̂2 +  a/7) - 1;

/? =  [G(7V22 +  a F ) - i G 7' ] - 1,
(25)

а параметр регуляризации a, входящий в (25), (24), можно найти 
с помощью соотношения (17).

При изучении же гравитационного потенциала в глобальном 
масштабе, что соответствует главним образом спутниковим на- 
блюдениям, имеется возможность [8 ] положить значение a =  1 
и і'Ом случае, если асимптотика вибранного воспроизводящего

«б

ядра, определяющего вид матрици F  1 [5, 6] ,  близка или совпадает 
со спектром степенних дисперсий возмущающего потенциала Т. 
Последнее, в частности, приводит к вибору воспроизводящего яд
ра С. Чернинга— Р. Раппа [16] и полученньїх в [6 ] соответству- 
ющих замкнутих виражений для вичисления злементов матрици 
F. При а = 1  с помощью алгоритма (24) сравнительно просто мо
жно получать устойчивое решение задачи отискания координат 
станций и вьібранньїх параметров геопотенциала пг] по результа
там спутникових наблюдений.
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М. И. М АРЬІЧ

О М Е Т О Д Е  М О Л О Д ЕН С К О ГО  РЕШ ЕН И Я  
ЕГО К РА ЕВО Й  ЗАДАЧИ

1. Решение интегрального уравнения Молоденского (его мето
дом) для плотности простого слоя и определение возмущающего 
потенциала Т по малому параметру [4] имеют ту особенность, 
что стоксови (нулевие) приближения виражаютея интегральни- 
ми формулами, полученними на основе представлення об отсут-
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™ ВжеИстиФЄРИЧЄСК0Й ФУНКЦИИ ПЄрВ0Г0 П0рядка в аномалиях силь,

задзнинх на краевон поверхности (физической поверхности Зем 

на в н ^ ФнУейКТ м н п Г п Ж ЛЄНа РЄЛЬЄФ°М и равна в аномалии на внешнеи земной сфере, представляющей собой первьій член
разложения Ag в ряд Тейлора по степеням вьісот Я = о - / ?  от 
считьіваемьіх от зтой сферьі. Р ’ '

ниеТ£їпяии ВЬіб° Р отсчетной СФЄРЬГ не может повлиять на реше- 
ю ш иепрпкрА 0 СЛЄДуЮщие прнближения Молоденского, учитьіва- 
ппи ппрггпп должиь}  приводить к результату, получаемому и 
аномалии ДЛ̂ 6НИЛ  Формального аналитического продолжения 
мягг т Л  8  2  с ФеРУ- Расположенную внутри притягивающих 
наоуш іет г 1 п бра3° М’ сФерическая функция первого порядка не 
т е м  гплтяр И решенИЯ за дачи по малому параметру в об-

3 СВИДетельствУет лишь о правомерности данного 
предположения, что обеспечивается математическими основами
М6Т0ДЗ.

Ann^ Лп°1ипппе С00тветствУет аналитическим преобразованиям 
формул Молоденского для потенциала Т на физической поверх

ности Земли, полученньїх с точностью порядка —  [5 ] ,  и вполне

согласуется с независимостью решения задачи от краевой поверх
ности, хорошо проявляющейся при разложении интеграла Стокса 
В рЯД .П0 шаРовьім функциям, в результате которого радиус внеш
неи сферьі, входящий в ядро и в обкладку интеграла, исключает- 
ся И вместо него может бьіть принят радиус внутренней сферьі.

Аналогичен и на зтом ж е принципе основан вьівод ряда Моло
денского

Г  =  £  тп ( р ' . в д )  kn, ( 2 )
п —0

вьіражающего при k = l  возмущающий потенциал Т = Т ( р ' ,  0 Д )  
во всем внешнем пространстве Земли, указанньїй в работе [21. 
Здесь только аномалии на сфере, записанньїе в виде ряда Тей
лора по степеням Н , и обобщенная функция Стокса рассматрива- 
ются как функции от параметра k ( 0 ^ . k ^ l ) , являющегося мно
жні елем при Н, разлагаются в рядьі не по сферическим функци
ям, а по степеням k.

2 . Получим методом Молоденского первое приближение реше-

ния его краевой задачи с учетом всех величин порядка —  в виде
R

названного разложения интеграла Стокса. Д ля зтого воспользу- 
смся несколько преобразованньїм вьіражением потенциала просто
го слоя

(3)

її интегральньїм уравнением

2 T r x C 0 S 2 a  =  | - A g - + 7  +  Р j  у - ~ 2 Г  P~2° dcо ( 4 )

для вспомогательной плотности слоя v =  x(p,  0, X) [4 ] .  Здесь при- 
иятьі^такие обозначения: d a  —  злемейт сферьі единичного радиу
са, ґ  —  расстояние от данной точки Р(р',  0, X) внешнего про- 
странства до текущей точки на поверхности s, г —  значение г  
при р '= р о ,  где р0 — значение радиуса-вектора р в данной точке 
п а угол наклона поверхности s. Надстрочньїе черточки ука- 
іьівают на зависимость злементов от параметра k, введенного по 
формуле р— R-\-kH (po=R-\-kH o),  вследствие чего радиус-вектор 
точки Р  принимает значення p ' = R  +  kH 0 +  z , где 2 —  вьісота точ
ки над поверхностью s, независящая от k  (3 ).

Уравнение (4) после разложения обеих его частей в ряди по
* 1 спєниям k  и приравнивания множителей при k  в одинаковой 
степени приводит к интегральному уравнению

о  З Г  йш

4 J  7 7  =

І'-го можно решить исходя из предположения, что отсутствует сфе
рическая функция первого порядка в свободннх членах Gn, где

г, =  2 sin І  G0 =  Дg,

сгепенного ряда

х  =  £  Х” (р ’ в ' l ) k "’ <7 >
п — 0

иьіражающего плотность % при k= \  [4 ] .
С целью дополнительного раскрьітия смьісла малого парамет

ра, предложенного Молоденским, отметим следующее. При вве
дений параметра аномалии Ag остаются без измене- 
иий, что позволяет решения краевой задачи Т = Т ( р', 0, А,) в каж- 
дой точке внешнего пространства и интегрального уравнения х =  

х(р, 0 Д )  в любой точке поверхности s рассматривать как функ
ции от k, точно удовлетворяющие граничному условию ( 1) и урав-
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~  |4 ) лищь при k — 1, и искать их в виде степенньїх рядов 
/ 11 гт СХ°ДЯЩИХСЯ в как угодно малой окрестности точки 
/Є =  0. Формульї для козффициентов Тп так же, как и интеграль- 
ньіе уравнения для Хп, получают в результате приравнивания мно- 
жителей при k  в одинаковой степени в вьіражениях (3 ) и (4 ) на 
основании теоремьі о единственности степенного ряда, согласно 
которой два ряда по степеням k тождественньї, если они в ука- 
занной окрестности имеют равньїе суммьі.

При разложении злемента г' * формульї (3) по степеням k 
воспользуемся соотношением ґ  ——= р2 —j— р' — 2pp/COSlj). После неко- 
торьіх его преобразований, связанньїх с получением суммьі пер- 
вьіх двух членов разложения, и принимая во внимание ряди (2 ) 
и (7 ) ,  находим

Г 0 =  ^ ’ ( \  —  (8 )

- і  и ь т -

где р0 — R  - f  z  и г0 — \ Ру2 — 2Rp'0 cos^.

Нулевое приближение Хо (6 ) можно рассматривать как реше- 
ние (7) интегрального уравнения (4) при k =  0, являющегося при- 
Олиженннм (k = £ l) .  З та  приближенность вьіражается упомянутой 
вьіше сферической функцией первого порядка и последовательно 
исключается в результате введення поправок %ь %2 и т. д. (6 ). 
Вследствие- зтого и в нулевом приближении То (8) потенциала 
появляется соответствующая сферическая функция первого поряд
ка, которая также исключается поправками Ті, Т2 и т. д. Таким 
образом, дальнейшие преобразования формул (8 ) и (9 ) можно 
вьіполнять без учета в них названной сферической функции.

Подставляя решение (6 ) при п =  0 в вьіражение (8 ) и при- 
пимая во внимание разложения по полиномам Лежандра обоб-
щенной функции Стокса 5 ( р /, гр) и ґ  ‘ при 6 =  0 , а именно:

5 ( р ; , Ф) = і + і - 3 ^ | з д ^ - ^ с о з ф /вг : + Р; - ^ с о 8 ^ |
г °  Р о  / • ;  Р І  9 ?  2 Р ;

~2™ + ,1 Pm(^OS^) ( 10)
R т=2 ' Ро / т — \

4 -  = : ^  У  Ґ 4 )  р т (co s  ф) (11
Го Ро 0  ̂Ро
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приводим нулевое приближение потенциала к виду обобщснноіі 
формульї Стокса

В !
4л s{Po, Ф) “  Л

Ро.
СІш. (12)

К такому ж е виду приводится и первое слагаемое поправки Мо- 
лоденского (9), записанной так же, как и функция (5) с учетом 
всех ее членов.

•5-(р' „ . Ф ) - Л
PoJ

d<0. (13)

Вьшолним некоторьіе преобразования данной поправки. Для 
зтого первьій член правой части (5) запишем в виде

1_

R

н — н0 н
Х о --------з da> =  -  —

r\ R
где Хо* — значение хо в данной точке. С помошью формульї (6 ) 
при п = 0 , разложений по сферическим функциям и соотноше
ния [ 1]

І " 1' 1"2т:

где [/Jm — сферическая функция m-го порядка в t, приводим 
функцию (5) к виду

~R

т ( т  — 1) 

* - 2 2 w + !
(14)

Здесь [Н%о]; 
дении о и

V др /о

сферическая функция m-го порядка в произве-

I Ag° do) -  ^  -  і  (т +  2) [Ag]„,
\ 5 р Jo 2k R  J  r  ? R R

(15)
єсть нулевое приближение первой радиальной производной анома
лии Ag  [3]. Вьіражение (13) с учетом соотношения (14) приводят 
к результату

'дД g\D2 I d u  R2

J

P o j

du>
2

H S{p'0, Ф ) -

m
2m  +  1

W x 0 J m

Дифференцируя обе части формульї (11) по р0', получаем равен-
ство



позволяющее без особьіх затруднений привести второе слагаемое 
w/ к виду

•0J т —7 "  [Хо]/я) +  
Ро

+  2* 5 ( [ Я Хо] о + ^ / [Хо]о). 
Ро Ро

Разложение третьего слагаемого (9) можно записать так:

2
Хо

Я  , H n\du> 

R
' л \ ^ ==_ 2и у  ( *
о / Г о т=2 \р;

/тг + 1 1

2т  - f  1 ( № o L  +

+  ~  [ X . U  -  2 Л  (  [Й Х0]0 +  Ш  [*„ ]„ ).
Р0 Ро Ро

Суммируя полученньїе результати, имеем

Ті =  - В і п ^ \ н
4-J І аР )0

4тгR H  ^  ( R \ m+1 m  4 -  1

^  ( р і , . Ф ) - 4 -
PoJ

flfu) —

Р о /71 =  2 ЧРоУ 2/тг+І 

с

[ Хо ] /72 ~

[х 0 J/72
Ро

(16)

Принимая во внимание соотношения (10), (12), (15),

[Ag]w 2 m +  1
4тг m  — 1

( m ^ l ) ,  свойство ортогональностн и теорему восстановления сфе- 
рических функций, находим

4  nRH у ,  / 7?

Ро /7і = 2 Р̂о

от+1 m  -\- \ _  /?>я
n і ,  ІХої/тг 
2 /га + 1 ^(Р о.ф ) СІМ

С учетом зтих равенств и разложения (15) можно .формулу (16) 
записать так:

или, после некоторнх преобразований, в виде

Н
$ ( р ; . « - -  </<■>+ т„~, ( і 7>

р.

5 (p 'o .W — -7 
Ро

еЬ  +  ^ ? М ,  (18)
Ооп
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где
дТ 0 R* Г s  (Ро- Ф) —

Р0 - du>

£=0

єсть нулевое приближение первой радиальной производной потен
циала Т, относящееся к исследуемой точке Р.

Итак, формули (12) и (17) или (12) и (18) определяют пер- 
вое приближение Молоденского Г о + Г і  возмуіцающего потенциала 
во всем внешнем пространстве Земли. Так как

d S  ( Р р ,  Ф )  и  _  d S  ( р / ,  ф )  &  І =  d S  (р',  Ф )

apg dp' dk  |*_о dk
то легко убедиться, что оно представляет собой сумму двух пер- 
вьіх членов упомянутого вьіше разложения интеграла Стокса по 
степеням параметра k .

3. Из изложенного видно, что зтот метод решения краевой 
задачи Молоденского с помощью интегрального уравнения для 
плотности простого слоя так же, как и решение задачи, получае- 
мое по малому параметру k  исходя из разложения аномалии сильї 
тяжести в ряд Тейлора по степеням Н  [2 ] ,  основаньї на теореме 
о единственности стеиенного ряда и соответствует теории сумми- 
рования расходящихся рядов, согласно которой ряди можно 
рассматривать как аналитические вираження функций их произво- 
дящих, и при решении той или иной задачи ими можно пользо- 
ваться формально, не считаясь с их областью сходимости. Прак- 
тическую зффективность использования ряда Молоденского в ка- 
честве приближенной формульї для возмущающего потенциала, в 
частности, подтверждают исследования на моделях Земли [4 ] ,  а 
также вьічислєния потенциала топографических масс в прибли- 
жениях Молоденского [2 ].

Следует отметить, что полученньїе по степеням k  интегральньїе 
формульї (12) и (17) определяют приближения потенциала Т0 и 
І во всем внешнем пространстве Земли при любой отсчет- 
ной сфере, расположенной внутри или вне краевой поверхности s ,  
и не позволяют его вьічислєния внутри s. Таким образом, они не 
допускают трактовки метода аналитического продолжения возму
іцающего потенциала во внутрь притягивающих масс.
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