
1  =

[A ^ j

n

I* "2]
n

(14)

(15)

где n —  число измерений.
На основании данньїх таблици можно сделать такие 

виводи.
1. Дисперсии о\ и а],  вьічисленньїе двумя методами после вве

дення поправок за температуру и влажность, значительно меньше 
дисперсии а 2, вьічисленной без введення указанньїх поправок. З н а
чення а] и о\ практически одинаковьі.

2. Метод А. Л . Островского дает положительньїе результати 
при наличии ощутимьіх уклонов измеряемьіх линий. Для метода, 
описанного в нашей работе, такого ограничения нет.

3. По предлагаемой нами методике поправки А 5г и Д 5е можно 
вичислять без измерения зенитнмх расстояний по значенням тем
ператури, определяемим на двух уровнях в конечних точках л и 

нии.
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И СП О Л ЬЗО ВА Н И Е МЕТОДА Lp-О Ц ЕН ОК 
ПРИ О П Р Е Д Е Л Е Н И И  ПАРАМ ЕТРОВ 

О БЩ Е ЗЕ М Н О ГО  ЗЛ Л И П С О И Д А

В геодезии, астрономии и других прикладних науках часто 
возникает задача уравнивания результатов измерений. При зтом 
обично используетея методика, заключающаяся в поиске злемен
тов наилучшего квадратичного приближения и сводящаяся к ал
горитмам метода наименьших квадратов. Вместе с тем в послед- 
нее время усиленно разрабатьіваютея другие приемьі обработки 
результатов измерений [1, 5, 6 , 7]- В частности, предложенн ме
тоди, основанньїе на принципе минимизации расстояния между

ИСКОМИМ вектором Y =  (у 1, 1/2, . . . ,  Уп) <^Rn и его оценкой У =

=  (//1, У2, . . . ,  Уп) е R n в метрике Ір

7 (і

Позтому «уравненное» значение Y определяемой величини при 
нято називать ее Lp-оценкой.

Такая постановка задачи приводит к широкому обобщению ря
да применяемнх принципов и основанних на них методов обра
ботки результатов измерений. Так, при р =  2 имеет место условие 
метода наименьших квадратов

\ \ у -  у  Іі  ̂ =  £  ( у і  -  У іУ  m in >
і

при р =  1 — метода наименьших модулей

її*7 - П / ,  =
і

при р =  оо — метода равномерньїх приближений

II У — У ||/e =  max І у  і — у 11 ->  min.

С вероятностной точки зрения указанние частнне случаи от- 
ражают применение метода максимального правдоподобия соот
ветственно для нормального, зкепоненциального и равномерного 
распределения ошибок измеренньїх величин. При зтом получае- 
мьіе для зтих распределений Lp-оценки являютея несмещенньши 
[ 1 ] .  При 1 ^ р < 2  Lp-оценки оказьіваютея более устойчивими по 

отношению к грубим ошибкам измерений, нежели результати об
работки по методу наименьших квадратов. В  тех случаях, когда 
закон распределения ошибок заранее не известен, имеет смисл 
рассмотреть также Lp-оценки и при р^>2.

Методика получения Lp-оценок рассмотрена в ряде работ, в 
частности Е. 3 .  Демиденко [ 1] .  В. И. Мудровьім и В. Л. Кушко 
[5 J .  Имеется возможность сравнительно просто уравнивать ре
зультати измерений методом Lp-оценок в рамках єдиного итера- 
тивного алгоритма, получившего название «итеративного метода 
наименьших квадратов» (ИМ НК) Флетчера— Гранта—Хобдена* 
вичислительная сторона которого по [ 1] заключаетея в следую- 
щем. Запишем в матричном виде систему п линейних уравнений 
ошибок с m  неизвестними ( п > т )

A X + L = V ,  ( 1 )

где A =  ( a i j ) nm —  матрица козффициентов системи уравнений; 
XT= ( x h х2, , Хщ) — вектор свободних членов; VT=  (vb v 2, . . . ,  
vn) — вектор поправок.

Решение системи (1) находим при условии



Перепишем (2) в виде

l* l l v = £ l l' , r 2 l/? ' < = 1,2 , . . . я .  (3)

Очевидно, искомое решение переопределенной системьі урав- 
нении ( 1) зквивалентно решению той ж е самой системи по методу 
наименьших квадратов с весовой матрицей

f І Vі \р~2 і =  і 
С‘> =  \ 0  i + J  W = l ,  2 , . . . « .  (4)

Тогда решение запишем в виде

X  =  - ( A TC A )~'A TCL. (5 )

Однако, учитьівая, что в уравнении (5) неизвестньїми, кроме 
вектора X, является такж е матрица С (Vi  связано с искомьім X 
уравнением ( 1 ) ) ,  то решение (5) возможно лишь методом после- 
довательньїх приближений. При зтом начальная итерация осуще- 
ствляется при /? =  2 , что соответствует схеме классического м н к .  
Вектор неизвестньїх затем уточняется на последующих итерациях 
уже при заданном р=т̂ [2, когда матрица С в v-итерации вьічисля- 
ется по формуле (4) с использованием X. Сходимость такого ите- 
рационного процесса при 1 < / ? < 2  доказана в [5 ] ,  при / ? > 2  ука- 
занньїй итеративньїй процесе расходится. Однако и в зтом случае 
решение может бьіть получено за счет применения модифициро- 
ванного ИМНК (см. [ 1] ) ,  когда получаемьш на v -итерации век

тор XW оценок подправляется по формуле

X < v ) = ( l— G)^(v-D_j-G А
где

G
(Р -  1)

 ̂ При вьічислении злементов матрицьі С приходится возводить 
\Vi\ в степень (р—2 ) ,  позтому перед вьіполнением последующей 
итерации имеет смисл нормировать матрицу С следующим об
разом:

с Ь =  — і =  1, 2 , • • • я,
шах

что естественно не изменит оценку параметров X и не приведет 
к потере точности.

Приведем пример применения метода Lp-оценок при различ- 
Н ЬІХ  р для решения задачи аппроксимации геоида, соответствую- 
щего известньщ моделям геопотенциала двухосннм зллипсоидом. 
Искомнми являются значення большой полуоси а  и сжатия а  
двухосного зллипсоида, наилучшим образом, в смисле (2 ) ,  при- 
ближающего геоид. Уравнение поправок в зтом случае имеет 
вид [2 ]

78

— N  (І  — є2 sin2 В ) Ьа' +  М (  1 — є2 sin2 5 )  sin2 £  Ва' +  С' =  С,
(7 )

Є2 =  а2 -  2а,

іде М и N  — радиуси кривизни соответственно меридиана и пер- 
ного вертикала; t, — висота геоида относительно искомого зллип
соида; І' — то же относительно исходного зллипсоида с полуосью 
а' и сжатием а ';  б а' и ба ' — искомие поправки, соответственно к 
іначениям полуоси а' и сжатия а'. Уравнения вида (7) составля- 
іись для средних точек равновеликих трапеций 10X 10° на зква- 

торе.
Решалась переопределенная система 416 линейних уравнений 

относительно двух неизвестньїх при условии
416

2  І Е . І ' - т і п .
і = 1

Свободний член І,' вичислялся по формуле

С' =  Р t - r l  (8 )

рде r f  _  радиус-вектор исходного зллипсоида; р£ — радиус-век- 
тор геоида, полученний по методике [4] с точностью 0,001 м.

В таблице приведеньї Lp-оценки параметров двухосного зллип
соида, число итераций ИМНК, а также среднеквадратические от- 
клонения аппроксимируемой поверхности геоида от зллипсоида по 
трем моделям гравитационного поля 5 Л О — 5, 5 Л О — 6 и 
GEM— 10B. Зти результати наглядно подтверждают зависимость 
уравнивания от принципа, положенного в его основу, т. е. зави
симость результатов Lp-оценивания от величини р. В таблицу не 
иключенм максимальние отклонения геоида от аппроксимирующих
их ЗЛЛИПСОИДОВ I V  і m ax. Н о  ИНТЄрЄСНО ОТМЄТИТЬ, ЧТО ПрИ уВЄЛИЧЄ-
нии р они систематически уменьшаются. Если при р =  2 |V|max 
составляло 111 м, то при р =  оо оно равно 90,5 м (5Л О — 5), 89,2 
(SAO— 6 ) и 88,1 м (GEM— 1 0 5 ) .  Безусловно, при зтом средне
квадратические отклонения равни минимуму при р =  2 , мало от- 
личаются от них (конечно в сторону увеличения) при 1^ р < 2  
и увеличиваются при р-*~оо.

Как известно, при р =  1 нулевих остаточних отклонений не мо
жет бить меньше, чем число искомих параметров, а при р =  оо 
число максимальних по абсолютной величине остаточних откло- 
пений на одно больше числа неизвестньїх. Д ля модели GEM— 105 
местоположение точек с приведенньши вьіше максимальними от- 
клонениями такое: в Индийском океане ср=0°, 1 = 8 0 °  в. д.,
=  — 88,1 м; в Атлантическом ф =  60° с. ш., А-=20о з. д., £ =  
=  + 8 8 ,1  м; в Тихом океане ф =  0°, ^ = 1 4 0 °  в. д., £ =  + 8 8 ,1  м.

Вспомним, что при вьічислении поверхности геоида, радиус- 
вектор которой входит в уравнение ошибок, использовались пара
метри гравитационного поля Земли, полученньїе авторами соот 
ветствующих моделей на основе метода наименьших квадратом, п
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[3]

.

наиболее устойчивьіе результати определения параметров 0 3 3  
полученьї такж е при р =  2 : значение большой полуоси двухосиого 
зллипсоида оказалось равньїм 6378137 м (отличие для разньїх 
моделей геопотенциала в пределах 1 м ) ,  а знаменатель сжатия — 
298,257 (с различием в пределах 0 ,001), что полностью совпадает 
со значеннями, рекомендованньїми М Г ГС  в 1979 году.

Вариантьі счета, вьіполненньїе при р^бОО, показали, что со- 
ответствующие значення а  возрастают до максимального, равно- 
го 6378137,1 при р = 1 ,8 ,  а затем убьівают; значение 1 : а  увеличи- 
вается до 299 при р^бОО, затем уменьшается. В предельном слу
чае р =  оо, а =  6378 123, а =  1 : 298,0.

Использование обобщенньїх методов оценивания открьівает ре- 
альньїе возможности дальнейшеГо уточнення обсуждаемьіх пара
метров зллипсоида, что в первую очередь обусловливает необхо- 
димость установлення по результатам измерительной информации 
оптимального значення р.
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Я . Я . М ОНИН

К ОЦ ЕН И ВАН И Ю  ТОЧНОСТИ ГЕ О Д Е З И Ч Е С К И Х  СЕТЕЙ

В практике геодезических работ для оценки надежности по- 
строения геодезических сетей применяют оценку точности наибо
лее ненадежного злемента. При обработке геодезических сетей 
коррелатньїм методом чаще всего оценивают дирекционньїй угол 
наиболее слабой сторони сети или ее длину. Если ж е сеть обра- 
бативают параметрическим методом, то оценке подвергают ко
ординати точки, наиболее удаленной от жестких пунктов. В учеб- 
никах [1, 4] приводятся формули, необходимие для оценки точ
ности.

В настоящее время в связи с широким применением З В М  ал
горитми обработки и уравнивания записиваются в матричной 
форме, так как зто удобно для машинного счета и, кроме того, 
значительно сокращает изложение.

В книгах [2, 3] приведеньї формули для оценки злементов в 
матричной записи. Ви води  зтих формул сложни и трудни для 
изучения. В  учебнике [4] дан вивод формули для определения
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