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наиболее устойчивьіе результати определения параметров 0 3 3  
полученьї такж е при р =  2 : значение большой полуоси двухосиого 
зллипсоида оказалось равньїм 6378137 м (отличие для разньїх 
моделей геопотенциала в пределах 1 м ) ,  а знаменатель сжатия — 
298,257 (с различием в пределах 0 ,001), что полностью совпадает 
со значеннями, рекомендованньїми М Г ГС  в 1979 году.

Вариантьі счета, вьіполненньїе при р^бОО, показали, что со- 
ответствующие значення а  возрастают до максимального, равно- 
го 6378137,1 при р = 1 ,8 ,  а затем убьівают; значение 1 : а  увеличи- 
вается до 299 при р^бОО, затем уменьшается. В предельном слу
чае р =  оо, а =  6378 123, а =  1 : 298,0.

Использование обобщенньїх методов оценивания открьівает ре- 
альньїе возможности дальнейшеГо уточнення обсуждаемьіх пара
метров зллипсоида, что в первую очередь обусловливает необхо- 
димость установлення по результатам измерительной информации 
оптимального значення р.

С п и с о к  л и т е р а т у р ь і :  1. Д ем и ден ко  Е . 3 . Линейная и нелинейная регрес- 
сия. — М.: Финансьі и статистика, 1981. 2. Закат ов П. С. Курс вьісшей геоде
зии, —  м .:  Недра, 1976. 3. Зуховицкий С. И., А в д еев а  Л . И. Линейное и вьі- 
пуклое программирование. —  М.: Наука, 1964. 4. М ещ еряков Г. А. О сфероиде 
Клеро, обобщающем поверхность Марса. —  В кн.: Картографирование Луни и 
Марса. М.: Недра, 1978. 5. М удров В. И., К уш ко В. JI .  Методьі обработки из- 
мерений. —  М.: Сов. радио, 1976. 6 . С крьіль В. А. О применении метода че- 
бьішевского приближения для уравнительньїх вичислений. —  В с б . :  Проблеми 
математической обработки геодезических сетей. Новосибирск, 1979. 7. K a d a j R. 
Rozwiniecie koncepcji niestandartowej metody estim acji, Geod. і kartogr., 1980, 
29, N 3—4.
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Я . Я . М ОНИН

К ОЦ ЕН И ВАН И Ю  ТОЧНОСТИ ГЕ О Д Е З И Ч Е С К И Х  СЕТЕЙ

В практике геодезических работ для оценки надежности по- 
строения геодезических сетей применяют оценку точности наибо
лее ненадежного злемента. При обработке геодезических сетей 
коррелатньїм методом чаще всего оценивают дирекционньїй угол 
наиболее слабой сторони сети или ее длину. Если ж е сеть обра- 
бативают параметрическим методом, то оценке подвергают ко
ординати точки, наиболее удаленной от жестких пунктов. В учеб- 
никах [1, 4] приводятся формули, необходимие для оценки точ
ности.

В настоящее время в связи с широким применением З В М  ал
горитми обработки и уравнивания записиваются в матричной 
форме, так как зто удобно для машинного счета и, кроме того, 
значительно сокращает изложение.

В книгах [2, 3] приведеньї формули для оценки злементов в 
матричной записи. Ви води  зтих формул сложни и трудни для 
изучения. В  учебнике [4] дан вивод формули для определения
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веса уравненньїх злементов триангуляции коррелатннм методом 
в матричной форме. Вьівод аналогичной формульї в параметри- 
ческом методе очень сложен и не всегда применим.

В настоящей статье изложен простой и общий вьівод формул 
для оненкн точности любьіх сетей с помощью матриц и приведеньї 
простейшие примерьі вьічислений. Идея вьівода заключается в 
огіределении зависимости между истинной ошибкой функции урав
ненньїх величин и истинной ошибкой измеряемьіх величин.

Пусть L', L 0 я І — истинное, вероятное и измеренное значення 
измеряемой в геодезической сети величини. Тогда L '— / = А — 
истинная ошибка, L 0— l = v  —  поправка, полученная из уравне
ния. Истинная ошибка уравненной функции определяется так:

Af = F ( L ' ) - F ( L 0),

или d F
\ r = F ( l  +  b ) - F ( l  +  v )  =  F ( l ) +  S  ау Д + --------

1

—  r  ( / )  —  \  —  V  —  
dl

В матричной записи зта формула примет вид:

AF — f r (A— V ), ( 1)
где Ді

Д 2

д „

“У .

V о

V ,

В параметрическом методе поправки V равньї: 
v V = —A (A TA)~1ATL + L ,  

где А —  матрица козффициентов уравнений поправок
A X + L = V ,

L  — матрица-столбец свободннх членов, X — матрица-столбец 
поправок в координати определяемнх пунктов.

Если использовать истиннне поправки, то уравнение поправок 
будет

AAX+ L  =  A или А— AAX— L.

Подставив зти вираження в ( 1) ,  получим
\f  =  / г {Д +  А (А^А) - 1 А г ( Д - А д ^ - Д - Ь  ААх ] =  / Т{А  (А ТА )“ 1А Г}Д.

Так как А^ =  •—  А2, где PF —  вес функции, легко получить
Рр

Рр
/ т А (А г А )~ 1А Г/. (2 )

82

В коррелатном методе поправки V определяются по формулам:

V = A TK, K = — (AAT)~'W\
V = — AT(AAT)~'W,

где А — матрица козффициентов условннх уравнений (другая 
чем в параметрическом методе) A V + W = 0 ,  № -  матрица-стол- 
оец свободннх членов, К  —  матрица-столбец коррелат Ат —  
транспонированная матрица, ААТ — 
матрица нормальних уравнений,
(АА7') -1 —  обратная матрица-

Виразим W через А. Д ля зтого в 
гочньїе условньїе уравнения подставим 
L ' = l  +  А и, разложив их в ряд, по
лучим:

А А + Г = 0 ,  W= — А А; 

і/ = А ^ (А А г )- 'А А > 
а подставляя зто в ( 1) ,  найдем 

AF = f T{ l  —А т (ААТ) _ 1А}А.
Поступая так же, как и раньше, Рис' Схема к примєру !.

~  = / г ! і  -  а 7' ( А а г) - ,А} (і  — а г ( а а о - 1' а ) /  =
* F

=  f T{ 1 -  2 А Г (А А 2" ) - 1 А +  А Т(А А Т)~1 А А Т(А А Т)~ 1 А} / =  

= / г {1 - А г ( А А О - , А }/ ,
получим

± =  / ! - ( 1 _ А ' - ( А А 0 - 1А | / .  (3)

Таким образом, формульї (2) и (3) позволяют вичислять об- 
ратньїй вес любой функции уравненньїх величин в параметриче
ском и коррелатном методах уравнивания геодезических сетей 
Формула (3) совпадает с аналогичной формулой, полученной 

. Л} 0ГИЛЬНЬІМ [4 1* А формула (2 ) отличается от соответству- 
ющеи формульї С. Г. Могильного: она общая и получена значи- 
тельно проще.

Проиллюстрируем применение формул (2 ) и (3 ) на простей- 
шнх примерах.

Рассмотрим сегь на рисунке. 1. Пусть все угльї приблизительно 
равньї между собой и равньї 30°; сз4= с і 4 =  с , з «  1, с І2 =  с42 =  с32 =

= ~ у ^ ‘ Оненим угльї и сторони, уравнивая сеть параметрическим

и коррелатним методами. Д л я  примера вьічислєния будем про- 
изводить для угла 3 и сторони с3.

Уравнения поправок в параметрическом методе:

V l = -----^ 42^ 2 '— b i Z 7 \ 2 + l u
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a lk =__sin Aik

У2 =  а 42І 2 +  ̂ 42Г)2 +  /2,
V3=  ^32І2---^32Л2 +  /з,

У4 =  аз2^2 +  ̂ 32Г]2 +  /4,
^ 5 =  « 12^2---b i2r\2-j-l5l
Уб =  а і2І 2 +  ̂ 12Г)2 +  /б,

cos Atk
- I k

b ik =  -

a i2 3  У З  sin 60c

'ik

a Z2 =  V  3 s in  180° = 0 , 

я 42 =  K  3 sin 300° =  —

A  =  L 
2

1

A rA
^09,

Матрици:

1 3 1/3 

- 3 - / 3  
0 - 2 / 3
0 2 J/ 3

- з  Уз 
з -  -уз

Весовьіе функции для углов: 
d F  і =  (1) d F  4=  (4) 
d F  2== (2) d F s = ( 5 )  
d F z =  (3)- ^ 6=  (6 )
/г=  (001000),
/т =  (001000),

/ г А =  (0  — J/ З ) ,

/7,А ( А ’-А)-« =  і ( 0 - | / з ) ,  

/ ГА ( А 'А ) - 1 Аг =  і ,  -
2 \ 3 3

=  / г А (Аг А ) -1  А 7*/ =  —.

^12 =  -  К з  cos 60° =  -  , 

^32 =  -  K 3 c o s  180° =  J/"3 , 

bi2 =  — V 3  cos 300° =  -
2

А т =  ~  f 3  — 3 0  О — З З 
2 І,]/'3  —  — 2 1^3 2 V"3  — 1^3

р - І Е .

. 1  ІЛ 
з  ’ з ,

Весовьіе функции для сторон в сети 1:

.84

l f t, =  ^  { 2 ( 4 ) +  3 (6 )  — (б) — 3 ( 1 ) }
О 9

/г — ~ ( —  3 , 0 , 0 , 2 , — 1 , 3 ) ,
З

/> А =  і  (3 , -  3 1 / 3 ) ,  
б

/ Г А (А '-А ) - 1 = ™ ( 3 , - З К З ) ,
54

Р  А (Аг А ) - 1 А г =  ~  (0 ,  0 , 8 , — 18, —- 1 8 ,1 8 )v

L ^ f T а  (А Г А ) ~ 1 Аг /  =  ~  36  +  18 +  54  = 1  . 
Ре, 324  9
Условньїе уравнения в коррелатном методе:

( 1) +  (2 ) +  Г і  =  0 ,
(3) +  (4) +  ̂ 2= 0 ,
(5) +  (6 ) +  ̂ 3 =  0.
_ ( 1 )  +  ( 2 ) ~ ( 3 )  +  ( 4 ) - ( 5 )  +  (6 ) +  Г 4= 0 .
Матрицьі:

А =

1 0 0 - 1
1 0 0 0 0  N 1 0 0 1
0 1 1 0 0

Аг
0 1 0  — 1

0 0 0 1 1 0 1 0  1
1 - 1 1 -- 1 1 0 0 1 — 1

0 0 1 1

А А Т

(АА7-) - 1 =  -  
6

З 0  0  о
0 3 0 0 
0 0  3 0 
0 0 0 1

Г = ( 0  0  1 0  0  0 ), f Tf  =  1 
/ г А 7 =  (0) 1, 0, -  1),

f T AT (AAr ) - J  =  |о, ~ f 0 , - i j  , / г А Г (ААГ) -1А =

=  4 1 ,  -  1, 4, 2 ,  1, - 1 ) ,
6

/ Г А7’ (ААГ) - 1А/ =  | ,



f TA T(A \ T)~' = - L - (rl  9i 6< 6i 9);
1 o

/ ГА Г (AAr)~ l A =  ( — 18, 0, - 3 ,  15, - 3 ,  15); \

f TP J  (A A r) - '  А/ _  1 ^2  = ? 2 .
54 9 ’

J L  _  2 3 _22  _  1

Pc, ~ 9  9 ~  9 '

2

УпяІ!нРииТ0Р0НЬ1 И УГЛЬІ Ha пРимеРе У™ 3 3 и сторони Сз. .Уравнения поправок в параметрическом методе

1̂ =  аі4^4 +  ̂ 14Г)4+/Ь 

£з___________ л  v 2 = -----а  14% 4-----^ 1 4 Ї ]4  +  /г,

Уз =  а 24^4 +  &24Г]4 +  /з,

С6 У4 —^24^4 ^2 4T]4 +  a 2 5 i5  +  625r]5-|-/4,

Vs=^«54^4— 6 54Т}4+ (а54—а5з) £5 +  ( 6 54 — 

^5з) TJ5 —f—/5»

X

с,г

X  \Cs
\ * S  у

/ С/з J  U6 — «34І4 +  6з4ГІ4— a 35g5— &35Т)5 +  /б,
Рис. 2. Схема к примеру 2. £>7 = — а 34£4— &34т]4-}-/7;

а і* =  у =  Sin 45° =  1 ь и  — — cos 45° =  _  і

а 'м  =  j 7 1 s i n l 3 5 ° “  1' ь >4 =  ~ ^ 7 1 cos 135° =  ! *

* 84 =  _ 2_ s in 3 1 5 o =  _  j  ^  =  _ _ 2_ c o s 3 1 5 o =  _  ^

я 25 -  1 • sin 90° =  1, ь 2ь =  -  1 • C O S  90° =  0,

а гь =  1 • sin 0 ° =  0 ,
_2

К 2

Матрицьі:

а ьі =  7-7=  sin 225° =  — 1,

*35 =  -

^54=  -

А =

Аг А =

1 - 1 0 0
- 1 1 0 0

1 1 0  0
— 1— 1 1 0

1 - 1 -  1 0
1 - 1 0  І

-  1 1 0  0

(  7 1 - 2

_ l  1 7 0
- 2 0 2

U i -  1 0

А Г =

1
— 1 

0 
0

(АГА )_1

f T— (0 0 1 0 0 0  0 ), 

f TA =  (1, 1 , 0 , 0 ) ,

/ Г А ( А ' А ) - ' = І ( 3 ,  2, 3, 5),

/ г А (Аг А ) ~ 1 А г =  ~  (1, - 1 ,  5, - 2 ,  - 5
1Z

^ -  =  / Г А  ( А Г A ) ~ l А т f  = *  ^  .

Весовьіе функции для сторон в сети 2: 

d F c, =  4 | { ( 1 ) - ( 5 )  +  (6 ) } ,

d F c , = ~ = { ( 2 )  -  (3) +  (7 ) } ,

dFc, =  (1) — (4) — (5) —J- (6 ) ,

1d F Ci

d F r.

7 ^ ( 7 ). 

( 0 ,

V  2

J _

V 2
d F C6 =  (1) — (5),

■ 1 ; c o s 0° =  -  1, ч

-= = :co s^ 25° =  1. 
у  2

1 1 - 1  1 - 1 1
1 1 -  1 -  1 -  1 1
0  0 1 - 1  0  0
0 0 0 0 1 0

( 3 0 3  3 \
0 2 0 2

3 0 9 3
3 2 3 17 /

, 0, 5 ) ,



fT= ( l , 0 ,  0 , — 1, - 1, 1, 0 ) , 

/ГА =  ( 0 , 0 , 0 , 1 ) ,

1f T А  (А ГА) - і
12

(З, 2, 3, 17),

Г А ( А . ТА )- 'А Г  =  ± ( 1 ,  _ і ,  5 , — 2 , - 2 , 12, 5 ), 

- ~ f TA ( A r A ) - ' A Tf  =  —  .
р с. 12

Условньїе уравнения в коррелатном методе:

( 1 )  +  (2 )  +  ^ і = 0 ,

( 3 ) - ( 7 )  +  Г 2 = 0 ,

(2) +  (4) +  (5) +  (7) +  Ц73 =  0 .

Матрици:

1 1 0 0 0 0 0 
А = |  0  0  1 0  0  0 - 1  \ а т =  

0  1 0  1 1 0  1

/ 2 0  1 \
ААГ = (  0 2 - і > > 1!

\ 1 - Ч  4 12 \

1 0 0
1 0 1
0 1 0
0 0 1
0 0 1
0 0 0
0 - 1 1

7 - 1 - 2
- 1 7 2
- 2 2 4

/т =  ( о о і о о о о ) ,  /7 = і

f TAT=  (0 1 0 ) ,

/ 'А Г (А А Н ->  =  - ! ( - ! ,  7, 2), 
і

/ ГАТ(ААТ) - , А  = - і - ( і ,  з ,  7 , 2 , 2 , 0 , - 5 ),

f r  Ат (A A 1")-'A f  =  — ,
12

і

я с. 12 12

Р =  ( 1, 0 , 0 , - 1, —  1, 1, 0 ) ,  f Tf ~ 4 t 

/ГАГ =  (1 ,0 ,  — 2),

88

/г А г (АА7') -1 = ^ ( 11, - 5 ,  

/ г А г ( А А г ) - , А  =  ^ ( 1 1 , 1 ,

/ г А г (А А г) ' - 1А / ~
31

12

-  5, - 1 0 ,  -  10, 0 ,  - 5 ) ,

Обратньїе веса уравненньїх углов и сторон

- 1 0 ) ,

_L
Р с .

=  4 5 1
12

17

12

Обратние веса всех урав- 
ненних злементов в обоих 
примерах сведеньї в табли-
цу-

Отметим, чго формула 
(2 ) пригодна для оценки лю- 
бой функции уравненньїх 
злементов. Если в ней при- 
нять

d F
дх

=  / ;
ї а - / а -

Сеть 1 С еть  2

Vrnu Корре- Парамет- Корре- Парамет-У ГЛЬІ латньїй рнч. латньїй рический

1 1 3 1 :3 5 :1 2 5 :1 2
2 1 3 1 :3 5 :1 2 5 :1 2
3 1 3 1 :3 5 :1 2 5 :1 2
4 1 3 1 :3 2 :3 2 :3
5 1 3 1 :3 2 : 3 2 :3
6 1 3 1 :3 1 1
7 5 :1 2 5 :1 2

Стор ОНЬІ

С і 1:9 1 :9 7 :8 7 :8
С2 1 9 1 :9 3 :2 4 5 :2 4
Сз 1 :9 1 :9 17:24 17:24
С* 5 :2 4 5 :2 4
С5 5 :2 4 5 :2 4
С6 3 :4

.

3 :4

то получим формулу Могильного. Последняя удобна при вичис
лений веса по схеме Гаусса.
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С. А. О С ТРО ВС К А Я

И С С Л ЕД О ВА Н И Е т о ч н о с т и  
ТРИ ГО Н О М Е Т РИ Ч Е С К О ГО  Н И ВЕЛ И РО ВА Н И Я  

НА м а л ь і е  р а с с т о я н и я  с  у ч е т о м  р е ф р а к ц и и

М ЕТО ДО М  РЕФ РА КЦ И О Н Н О ГО  БАЗИСА

Тригонометрическое нивелирование является ускоренньїм мето
дом определения вьісот точек местности по сравнению с методом 
геометрического нивелирования. Основной причиной ограниченно- 
го применения его, особенно при крупномасштабньїх сьемках, к<>
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