
і.и 'то ї  Ііочью. М а к с и м у м н 'с о о т в е т с т в е н н о ^  б аСЬІ’ ВТ° Р0Й НІ
і’і л . іж п в а е т с я .  4 . А м п л и х у д а  к о л е н и й  N  С в н с 0 ™
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О ПОСТРОЕНИИ МОДЕЛЕЙ ТОЧЕЧНЬІХ м д г г  
Г Е О П О Т Е Н Ц И А Л Д  В А Р И А Ц И О Н Н И М  м е т о д о м  !

і'ьі/ап*роксимирующейДе е авозм^щ аю щ ийГОТОЧЄЧН0** 2 * “ "  " Ч
сходящ им ся (при N - + o o )  к Т [1, Зарядом ЄНЦиал Т Равномерна

T* - i " ' h T о ]/=1 ' і 1 ]

ф ундаментальних решеннй І  уравнения Л а п л а с а  по ^  J

В Д ) Г “ Р ™  ^

«чи  («обратннх расстоянкй» или нотенциалов т о ч е ч н и і

до гармонитеских в п т о т і

=  S  -  ™  - І и а Р„ ~ ч н о |
сильї тяж ести  Ag- безошибочньг рсдполагается, что а н о м а л и и  
верхности Земли. Даньї непрерьівно на всей по|

вспом огательн ойЯповерхносгиУт Л^котп1, 0тнесенньш к н е к о ю р о Я  
трической или - п с о Рм е|

дТ\ 2 Т І
, п Л

радиус-вектор текущей точки на теллуроиде. Более крат- 
Мі і ’ і можно представить в операторной форме

M T = A g .  ( 3 )

І " )  "  п. определения оператора Молоденского М  — множе^тво 
▼У1,1 |іті- гармонических во внешнем о т н о с и т є л ь н о  теллуроида 
Н і 1' "  і |).іі і с т в є  G  и регулярних на бесконечности. Кроме того, опе- 
1 " " ' Р  М является  непрерьівньїм на гильбертовом пространстве 
I J  ( ) (при <7> 1) ,  которое представляет  собой пересечение гармо- 
" "  1 ' них (вне сферьі Б ьер х ам м ар а)  в 2  функций и регулярних

" ‘І бесконечности с соболевским пространством 1^2 ( 2 )  [5]. Прччем
* ігментьі Г * ( 2 ) при q ' ^ 2  имеют обязательно непрерьівньїе крае- 
Іімс функции. В  соответствии с теоремой Р ун ге— Крарупа [8 ] мм 
Ми/кем [3] и будем д ал е е  искать решение задачи с использоваиием

і ! )  па одном из м нож еств Г | ( 2 ) .  П озтом у важ но, чтобьі — є

*  І ! ' ( 2 ) .  А так  к а к  к а ж д а я  из ф ункций— непрерьівна во всем
г  і

пространстве, за исключением точки іє с г * ,  то чтобьі и при q ^ 2  

•лементи — є Г «  (2 ) ,  достаточно поверхность o h («несущую» си- 

1 ІГМУ j —J ) считать находящейся внутри сферьі Б ьерхам м ара

"п (см. рисунок).
І Іпже мьі останавливаемся  лишь на определении величин т і,  

т і . іп гая ,  что поверхность o h зафиксирована (фиксированьї коорди-
і і .’ і т ь і  точечньїх м а с с ) .  Последнее, как  будет показано далее, с в я 

т о  с  тем, что д а ж е  при определении только Ші зад ач у  построє
ний многоточечной модели следует рассм атривать к ак  некоррект- 
пуіо. Конечно, более ж елател ьн о  получить ср азу  решение общей 
проблеми определения всех параметров точечньїх масс, что, прав- 
1,1, приводит к нелинейной задаче. У читнвая, однако, что некор- 

р' ктпие задачи в нелинейной постановке обьічно реш аются ите- 
р,пивним путем с  предварительной линеаризацией [7], естествен- 
ііі) рассматривать итоги данной работн как  один из зтапов созда- 
Ііпя общего алгоритма нахождения величин и координат точечньїх
и.ісс методом регуляризации.

І І<>99
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Н а  осн ован ии  р а б о т  Г1 чі » м і

-  Т в сроднем ™ а д р а т „ '„ 'ом ] ри ] (™ Киа3| НД  ™  ®  « ° Д - « о с х ,
ДИМОСТЬ ТОГО ж е  ТИПЯ ио ^  функции Г  сл е д у е т  схо

е ™ п а на т и в G последовательности ^  к £ Г

п о д ™ :/ „ аг н: “ Г с атяи со Т кмаозГ„нопоследней В - ^ t CT„ 4? J
у ч ето м  ( , )  (3 )  реш ен и е  „ос“ Г е Г о й Г д І Г вВОЛЯЄТ П0Л~ "  
по с и с т е м е  /— і ви д е  р а з л о ж е н и я

причем
Р* — d]

/ » 1

З

(4)

(6)

2г/Р 2 г/Р ’ (5)

чечной M a S m X  а ”  ?  рЛаассКт°0° РДИНат до **й T04™  а А (д о  то 
ТОЧИ  н,а тєл л УР°иде. Р а « ™ я н и е  от последней до текущ Тя

о п р ед ел ен и е  « : Г ° мС ; ^ Г ц и Ниа Г о Ит ^ Дп?енияФИКСаЦИИ *  в — °
II "  І 2

д  — m ln ,
*-1 U.(x) . .

г д е 11 Ш , Г  - Г н !р м а  =о ! ! Г  “  < І І М ^ Т ~  т»  к  м . ( 7 )

р а д а  ( І )  к  Т. no“ M f 8  СРЄДЮМ “ а д р а т и С м  
на сх о д и м о с т ь  в с р е д н е м 2 a Z ™ Z u n T V  ^ р а н т и р о в а  

С л е д у е т  о тм ети ть ,  что о б су ж д а е м п р  ^  к  ФУн к Дии Д ? .
Денекого ф ак ти ческ и  с в о д и т с я  , 0 "  р еш ен и е  з а д а ч и  М о- 

ж е н и я  функции. Т а к о й  п о д х о д  и зв ест е и  ‘Т а  к в а д Р а ™ ™ ° ™  прибли- 
сл у ч а я  ортогональних- сф ер и чески х  Ф токп  Ф.,ізичесК0Й геод ези и  д л я

за д и и ИТ щ ^ ^ ^ 0^ д ^ с^ ™ е^6^ т а к  и ^

я = і = , — » « z r r : : “ r :

находим из следую щ ег^м атри чн ого у р ів т е н и я Т ™ " ™  решение 

в к о тор о м  X  —  век т о п  /Д / Т  \ ( 8 )

ЛГ— СиЛг.,; л  -  CHMMe V H 4 ?a i} M a ^ ^ V X; v r * * H? eHT0B m -''
t  -  в е к т о р  ( / / X I )  типа 1̂ і = и “ Г п р и ч Є М(^ ) ти па А  =
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а ц  х  j  ш/ <°j d x ,  l j  ^  A g  u>j d x . (9 )

1 п стем а ( 8 ) бу д е т  и м ет ь  е д и н ствен н о е  реш ен и е в т ом  с л у ч а е  
і " ї д а  ее  о п р ед е л и т е л ь  Г р а м м а  отли чен  о т  нуля. В  р а б о т а х  [ і ’

Ч отм ечен о , что с и с т е м а  функций j - j - j  линейно н е з а в и с и м а  на т.

М о ж н о п о к а з а т ь ,  что и функции {соі} =  j М  j  j  б у д у т  т а к ж е

міпеино н еза ви си м ьі  на т. ( Д л я  з т о г о  д о ст а т о ч н о ,  н апри м ер , во с-  
и о л ь зо в а т ь ся  той ж е  с х е м о й  д о к а з а т е л ь с т в а ,  что и в [2, 31).  И з  
і ине і'іной н еза в и си м о с т и  с и с т е м и  { соі}  на х  с л е д у е т  отли чи е от  

нуля о п р ед е л и т е л я  Г р а м м а  с и с т е м и  ( 8 ) и в о з м о ж н о с т ь  о т н е к а н и я  
ну тем о б р а щ е н и я  м а т р и ц н  А  е д и н ствен н о го  реш ения в ви д е  век - 
ора X.

О т м ет и м , что в р а м к а х  з а д а ч и  М о л о д е н с к о г о  и зв е с т н а  в с я  ин- 
формация, н е о б х о д и м а я  д л я  вн ч и с л е н и я  и н те гр а л о в  а ц  и U по 
поверхности т, в х о д я щ и х  в ( 8 ) .  С одной с т о р о н и , з т о  р а д и а л ь н о е  
!>ПССТОЯНИЄ р до  точки  на т е л л у р о и д е ,  к о то р о е  м о ж е т  б и т ь  опре- 
делено на осн ован и и  д а н н и х  о н о р м а л ь н и х  в и с о т а х ,  с другой  —  
пномалии Ag  с и л и  т я ж е с т и .

Т е м  не менее на п р а к т и к е  ве л и ч и н и  Ag ,  п о л у ч а е м и е  из и зм ере- 
іпіи, о т я г о щ е н и  н е и з б е ж н и м и  п о гр еш н о ст ям и , а с и ст е м а  ( 8 ) при 
fm.iiі , т и х  N  м о ж е т  о к а з а т ь с я  п л о х о  о б у сл о вл е н н о й  в с и л у  нена-

ігжности (см. напр., [ 2 ], с. 2 2 8 )  си стем и  функций j — j  . У читивая

І іікже у сл о в н у ю  к о р р е к т н о ст ь  з а д а ч и  М о л о д ен с к о го /  что, в ч а ст -  
ніи-ти, с в я з а н о  с б ол ьш ой  с л о ж н о с т ь ю  проверки  тр еб о ван и й  е е  
})іі ф еш и м ости  по и м ею щ ей ся  информации об  и зм е р е н н и х  A g  [51 
it такой  си туаци и  е с т е ст в е н н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  д л я  у стой чи вого  
" ї їред елен и я козф ф иц и ентов р я д а  ( 1 ) м е то д о м  р е гу л я р и зац и и  

пхонова [7], р а з р а б о т а н н и м  д л я  реш ен и я н ек о р р ек т н и х  з а д а ч .  
Іа к и м  о б р а зо м ,  п о л а г а я ,  что о т я г о щ е н н и є  о ш и б к а м и  и зм ер е-  

нііи и з а д а н н н е  н еп р ер и в н о  на п ов ер хн ости  т ел л у р о и д а  ан ом ал и и
■ или т я ж е с т и  A g = A g ( d) и з в е с т н и  (т о ч н о сть  р е з у л ь т а т о в  и зм ере- 
ИІІЙ х а р а к т е р и зу е т е я  н екоторой  ди сп ер си ей  d ) ,  бу д ем  в соо т ве т-
■ Піни с  м ето д ом  р е гу л я р и за ц и и  к озф ф и ц и ен ти  Ші р я д а  ( 1 ) и ск а ть  
мод у сл о в и е м  м и н и м ум а е г л а ж и в а ю щ е г о  ф у н к ц и он ал а  ви да

Ф « ( Д g ,  Г )  =
N

A g - -  J ]  m l (0 .
/ =1 L, (t)

+  *Q(T), (Ю )

I ,r  Q (T )  —  с т а б и л и зи р у ю щ и й  ф ун кц и он ал (с т а б и л и з а т о р  з а д а -  
•ііі), а п ар а м е т р  р е гу л я р и зац и и  а  с о г л а с у е т с я  с то ч н о ст ью  d  н е
б ід н и х  д а н н и х  A g ,  н апри м ер , по н е в я з к е  с п о м о щ ь ю  у р а в н ен и я

17. •>] N

1
=  d . (11)

і*
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гГ2 ( 2 )  уравненш

^  [:г>] п о к а з а н о  что п п »  ~ 
рсгуляризации в

=  ^  “ о ж ет б и ть  вибран

Г? ваоспГоизвЬо д я Т и «  ядароам ї ї  ™ - б е р т о в о М пространств]

- є  вг ? ? 2т * случае с учетом
г у л я р н н ,  )НЯФГ КЦНИ’ на „ „ о ж е
нон єн бЄСК° НЄЧНОС™ ) .  методом Р а зл о ж е н ия Г ~ Г аР а Ч
нои системе фундаментальних решений 1 ™  П0^

а п л а с а  и св о д и т ся  к  м ин им и зации

ц ^ тІП:

о п р ед ел ен и ем  а  из П п  гг

^ ™ ^ а ^ Є̂ п р о с т р а н ^ ^  д^ П^ ^ ^ т а ^ о р м н
и ранее, МЬІ л ол агаем  ' ^ р ̂ д у е т  т а к ж е  отметнть Р“о “

нутри сфери Б ьер х ам м ар а, и б о ^ о ^ е д а е е Т а " 11 * *  НахОДитС!

рьівность И ограннченность функций і  в  0 бла т Г Г " "
ниЦе и, с л е д о в а т е л ь н о  нрп*  Г'  -  и на ее  гра-

д л я  отнесения Ш  ;  гнльбХ0ДИМЬІЄ И Д0СТат0ЧНЬІе условня J

Напишем в н р аж ен и е д ля  II7VII2 няй 

~  в ряд ш ар ови х функций І Ш  ІДЄ™ ° Є разлоЖ енияІ

базисом в Г| ( 2 )  “  ’ ЮЩИ” Я ®  °Р™ нормирован-

о ,

™ і е с і ^ в а Т т  р Г / о м їн Т : с ї Г с Г ^ Г о ^ Г ^  < Н

^ HMe^  радиу^ами
ядпа А -Л ? Ф̂  4  ЄН™  Ра з л ожения (c L  ?5  L  Г *  ™ ',ек  на 

Р (Л , 5 )  п р о с т р а н ст в а  Г | ( 2 ) -  ’ осп Р о и зво д я щ е го

х * ( а : в ) * 2  * i ( - Q - ) p . (C M v A a )
л=о \РлРв/
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(15)

(16)

* "  |>л, рв — радиусьі-векторьі точек Л и В  из области 2 ; і|и,в —

(рл, рв) м еж ду  ними (сферическое расстояние) с вершиной 
- ми чале координат. F

При практическом использовании (14) в задаче (13 )  ж елател ь-
"<> Ііросуммировать ряд по п  для конкретно вьібранньїх а  (т е
■ іч щданньїх k<n ) .  Не затр аги вая  здесь вопрос вьібора q  (индек-
• і пльбертова пространства Г * ( 2 ) ,  на котором ищется решение),
мстим, что после суммирования по п  вьіражение (14) примег 

іі'дующии вид: v ’ F

И ™ , -  £  2  m i m ) F l r  (17)
/-1 /-= і

" ричем функции F4t] суть результат суммирования. Например, 
і .'і‘.і ядра Крарупа [8 ] с  k\ =  2  легко определить, что

Я  іJ
Р К р .  =
г  Ч

2  V  R 4B +  Т\ d )  -  2 d t d j  R \  cos  W/y 

ІІозтому c учетом (17) перепишем (13 )  в форме

. ( 9 - 1 ) .  (18)

N 2

А г ' . -  У  т , ™ , +  «

і - 1 L ,  (т)

N N

£  m, V  m jF «
/-1 j - 1

=  min (19)

її ii • (19) найдем решение поставленной задачи в виде

х =  ( A + a F ) ~ lL ,  (20)

< іс матрица А, векторьі X, L  имеют тот ж е  смьісл и размерность, 
Ь(ік п в ( 8 ), за  исключением, что злементьі lj  вектора L  вьічисля- 
нися теперь по величинам Дgz=z&g(d)t характеризуемьім точностью 
• /. матрица F  — размерностью ( N X N )  типа F = [ F f j ] NiN; пара- 
м‘‘ іР регуляризации а  находится по н евязке с  помощью ( 1 1 ).

Іаконец, в случае не непрерьівно, а дискретно заданньїх п 
ні.ічении аномалий A g j  ( 1 < / ^ я )  сильї тяж ести  (что соответст- 

му«*т реальной практической ситуации), решение приходится ис- 
1 мі. из минимизации функционала

\\п \\%п + а І ^ Ц ;  =  шіп, ( 2 1 )

\\п\\Еп =  п т С - ' п , / г = { Д ^ - У И Г л-(У)},/г>А/, (22)

і <|' і і ч є м  п  —  вектор ( « Х О  ошибок измерений, которьіе характери- 
і\имся заданной ковариационной матрицей С пп, определяющей 

мгірику в n -мерном евклидовом пространстве Е п [51; ||.||Вя —  нор- 
м.і и пространстве Е п.

м к о т о р о м
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™ Р А' иском их n  Z p :Z 7 oT T V 21) с Учетом (1 7 ) , (22 ) в е ,

°  ' " ‘Ш0Да) " 0ЖН0  » ай™  « з  м а Ц ч ^ о г о ^ а Г е Х я  ЗДесь подрос 
*  -  ( Г г  с - .  г  +  я/г ,

подбирая параметр о из условия "  ’ (2^

гд е d 4 п1 С пп п  =  n d ,   ̂ J

матрица (/гУлГ)С̂ Я РезУльтатов измерений. В (23) W __г і
числяемьіх В точках '̂Мг НТаМИ “ Я = = ® *Ш  из ф у н к ц і ї , ? 1” '"  1  
соответствует т^ ковоУ у ан ом алш ш и  д ^ . ( L ^ kcI
матрица ^  размерностью  ( # 4 )  Им « Л ? Р (" Х 1 )  б а ч е н и й  Д J  

за к л ючение отметим что Ппм г, ЖЄ СМЬІСЛ> ЧТО и в (20)1

~ ° „  (д2о3і ж  I а:  ^ - Pt z z r ™  

пространства Г | ( 2 ) с зм п и р и ч еи о й  Ик о в ^ ЗУЄМ° Г° гильбертова1 
геолотенциала (фактически с о в п а д е н и /  Т і 3 4 " 0 ™ 0 ® ФУ™ВДей 
жения воспроизводящего ядра m  К0 9 фФиЧ»ентов А» разло1 
ями возмущ ающ его потенциала П  п  С°  степе™ ь т и  диспепсії І 

в  ^ еи оОС" Р0ИЗВОДЯЩего - я р а  ГІ] ^ - 2 ОС5Г ДлНЄЄ тДвуСеПт рвн -
аидено замкнутое вьіражение и п ? Нл Д кот°рого, кстати І 

м а л Ьную ю  В03М0ЖнРіх ЄсНрИеЄ: нИЮІ̂ н« в Ременно гар анїирует  мини 

проксимадии. к  н а с т о я щ е м у в п е м е н * адратическУю ош ибку а п і  
об су ж д ае м и х  условий обесп еч и взет™  вь,я,снено. что вьіполн ен и еі 
б а л ь н о м и  региоиальном м а с ш т а б Л  п  ПРИблИЖЄНН0 л ™ ь  в г л о ї  
ритма (23) с а = 1 ,  естественно fivno ЗТ0М^ использование а л г о - І  
гл об альн и х моделей точечньїх ма оправдано при п о стр о ен и н і 
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О С Т А Б И Л И З А Т О Р А Х  Д Л Я  П О С Т Р О Е Н И Я  
М Н О Г О Т О Ч Е Ч Н О Й  М О Д Е Л И  Г Е О П О Т Е Н Ц И А Л А  

В А Р И А Ц И О Н К Ь ІМ  М Е Т О Д О М

Задача поетроения математичеекой модели возмущ аю щ его по- 
ичщиала Т Земли в виде еуммьі потенциалов точечньїх масс, рас- 
імиюженньїх внутри планетьі (представление Т рядом фундамен-

пільиьіх решений |— j уравнения Л а п л а с а ) ,  имеет определенньїе

Преимущества перед классическим разлож ением Т  по системе ша- 
Іи"">іх функций. О днако главньїм недостатком первого описання 
/ перед вторьім я вл я ет ся  неоднозначность вн бор а базисной систе-

, ' 11 |/̂ | не°ртогональньіх функций (Г{ — расстояние от і - й то- 

•ігчиой массьі до текущей точки).  Действительно, если система

, задана, то определение козффициентов т і  разлож ения Т 
11 1)

(иеличин точечньїх м а сс )  возм ож н о и единственно [1, 4]. В  то ж е

премя функции определенньїм образом  связаньї с некоторой 
Гі

♦ пссущей» точечньїе массьі т і  поверхностью он с тем лишь ограни-
■ п • 111 іем, что последняя д ол ж н а  бьіть поверхностью Л япунова. П о 
пі їм у имеется больш ая свобод а  вьібора оь ,  а значит, и функций

(точки i ^ O k ) , обусловливаю щ их заданную  точность ап-
Г і і ' ь

проксимации. Таки м  образом , подход к указанной задаче, к ак  к 
пскорректной, я вл я ет ся  естественньїм, что приводит к использова- 
" і по в зтом случае методов решения некорректньїх задач.
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