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Здесь hm означает луч, которьій в прямоугольньїх координатах за- 
дается направляющими косинусами ат , pm, Ут так, что

“ ■ V-+ VmJ- + (т  =  • • • П), (2)
д/іт дх оу dz

причем

« І І Е .  +  1& - 1 . (3)

Докажем, что заданная согласно (1) функция Уп удовлетворяет 
неравенствам

(4) (5) 

где введеньї звклидова и чебьішевская нормьі

KJ = (i I у*
а

II Уя \\с =  max |УЯ (Q)(,

<j — единичная сфера. /ч___

Равенство в (4) и (5) очевидно для У0= 1 , Уі = — cos (hu O Q ). 
Предположим правильность (4) для функции Уп_ і( /г ^2 ) . Всегда

. д д
можно пользоваться системои координат, в которои -—  =  — —

dhn dz

Тогда

=  (6) 
dz

или

У п —  — (sin G —  -f- ti cos 6) Yл-ь (7)
дО

Функции Yn- 1 и Yn можно разложить по стандартним гармоникам

я —1

Yn- 1 (0, ф) =  а-о Рп-\ (cos 0) + £  (ак cos Ц  +
k~i

+  bk sin Щ) Р *_х (cos 0);

У„(0,ф) =  і40 Р п (cos б) -f- £  (Л й cos + Bk sin k*]?) P kn (cos 0).

/г=і

(8)

Поскольку оператор в правой части (7) не затрагивает пе- 
ременной у\>, он задает почленное соответствие между обеими сум- 
мами (8). В частности, Лп =  Вп =  0. Множители пропорционально- 
сти между остальньїми козффициентами можно определить хотя

H H X ^ S S a ^ Pf u TH0My »  « Я  присоединен-

(п -  k) P kn (cos 6) =  (sin ~  + n cos 0) (cos 0).

Позтому

Ал= - ( п - к ) а к, B k ~ — (tt—k)bh (k = 0 , 1 . . . .П ) .  
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достигается т о л ь к п Л  Я-СН° И3 пРеДЬІДУЩ>« указаний,д стигается только для зональнои гармоники с произвольной

осью. Тогда в (1) все оператори -Л- идентичньї с тотаостью до

знака.
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U  иИ^ ^ Г п р (е̂ р 7 з Г а ТваІ2)ТвидуТаКЖЄ ЛИНЄЙН° Й 

й = 2і  (я” -  ^  ( і + і і ) ■+ 2 і(а- ■+ «  ( І  ~  % )
д

7т ~
dz

убеждаемся на основании (9), что

...[п(ь=ї,)(£ + ,і)-+

+ л ( ^ ) ‘ц - ‘ й п а -

(а Г ^ РГ Є СИСІЄМЬІ к0°Рдинат В0КРУГ осн г произведенис 
(ат+ф,„) остается постоянннм по модулю, а при определенном



угле поворота становится вещественньш. В последнем случае, обо- 

значая

ат +
0 = П

m = 1
2

( 10)

получаем

д д \п / 1 
Yn =  2Gr>4-'Rett-^ +  і ' 1

дх ду)

=  2G (— 1)" (2 п — ї)!! Re ^  =  2G( — 1)/г (2/г — 1)!! sin”6 cos /гФ,
гп

откуда

'іій і1 =  ° . ^ § і т г  11^11-=-20 ( 2 « - 1 ) Н  (11)

Согласно неравенству Бернштейна [2], прибавление младших 
гармоник может лишь увеличить чебьішевскую норму функции 
/4ncosmJ)-}-B«sinml). Зависимость ее козффициентов от 0 вьівода

не меняет. Увеличепие евклидовой норми У„ от прибавления млад
ших гармоник очевидно. Итак, получаем искомьіе неравенства

) /  5 п + ї  ’ (12) \\Уп\\е>20(2п-Щ. (13)

Если все оси hi, . . . ,  hn лежат в одной плоскости, то можно на
править ось z нормально к ней и в силу +  =  1 получить

G =  2~n. (14)

Зто верно, в частности, для секториальньїх гармоник, для кото- 
рьіх в (12), (13), как и в (11), следует оставить знак равенства.

В других случаях неравенство строгое. Надо еще оценить сни- 

зу G, или

Y„\\> G

l n G = %  I n ^ .  (15)
m = l

где через 0m обозначен угол между осями hm и z. Воспользуемся 
произвольностью вьібора последней. Существует такое направление 
оси z, при котором In G больше своего среднего значення по все- 
возможньїм положенням Северного полюса

l n G > E l n ( 7  = /гЕ1п— =  —  f  sin 0 In S-^-cW  =  -  п.

Итак, в (12), (13) всегда осуществляется строгое неравенство 

при подстановке

G =  e~n. (16)
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3. Применим полученньїе результати к максвелловому способу 
задания произвольной сферической функции

(І7'

іде М  момент; h\,. . . ,hn — оси мультиполя, порождающего 
данную Yn. Формули (4), (5), (12), (13) позволяют оценить мо
мент мультиполя через норми сферической функции (17)

„У  | І < — ___ (2п)Ч. ~

л'' К2/г +  1 2nG V 2 (2/г — /г 1)!! ’ *

її уп цс <  а /  <  и щ і*  — (м и  , ( 19)
2Ю  2 (2/г — 1)!! У ]

Формула Валлиса [7, с. 263]

(2ri)\\ f  -к(2п -f 0П)

(2г і —  1)!! у  2 ( ° < 0я < 1)

позволяет заменить козффициенти при ||yn||/2"G, \\Yn\\el2nG соот- 
ветственно на

І /  *  (O n  -L 1 "Ч3/41  (2п +  іуі-

и квадрат зтой величини. Прежние соглашения о величине G и 
знаках равенства остаются в силе.

4. Запишем точиие оценки для начальних функций (1).
При п = 0, 1,2 прямие вичисления дзісг

ІІПІІ =  і, II І! =  , l l ^ l l ° l / 3 +  CQs2q> :
V 6 у  5

II J'ollc =  1. I l ^ . l l c = l .  II У t Ні — 4 (3  +  I cosip І), (20)

где ф — угол между осями h\, h2. При варьировании ер получают- 
ся неравенства

К З /5 < !| Г 3||< j/4/5; 3 /2 <  || Г2 ||с ^  2. (21)

Как и должно бить, верхние оценки совпадают с (4), (5), ниж
іте — с (12), (13) при G =  2~n, ибо две оси всегда лежат в од- 
іюй плоскости. Верхние оценки достигаются для зональной, ниж
іте — для секториальной гармоники.

Перейдем к У3. Обозначим

z  =  — 2....- ,
dh2 dhz г

иозтому Yz =  r‘'dZ/dhi. Виберем за оси х, у биссектрисьі углоп, 
образоваиньїх осями /і2, /із. Очевидно, Z — четиая функция коор-



динат. Позтому частньїе производньїе от Z по х, у, z ортогональньї 

на сфере, так что

^зІІ2 =  «і
dZ

дх

dZ

ду
+  Т?

dZ

dz
(2 2 )

Квадратичная форма (22) относительно а 2, Р2, у? ПРИ условии 
(3) обращается в минимум, когда две из трех величин a 2, Р?, 7 ? 
обращаются в нуль, а третья —  в единицу. Позтому /із или орто
гональна к /її, /і2, или компланарна с ними. В первом случае фик- 
сируем h u  /г3 и варьируем /і2, которая опять-таки должна ока- 
заться или ортогональной к hi, / із , или компланарной с ними.

Итак, минимум || У3II сообщает или триортогональная, или ком- 
планарная тройка осей. В первом случае, вьібирая /її, /іг, /із за 

оси координат, получаем

хуг
У, =  — 15' (23)

и прямой подсчет дает ||УзІІ — У15/7. Во втором случае норма боль- 

ше, так как согласно (12), (14) ||У3||^у45/14.

Окончательно

КяІІ > (24)

Перейдем к оценке равномерной нормьі. Отождествляя направ
лення h/i и точку Q единичиой сферьі с соответствующими ортами 

hft, г, получим

\ y * (Q) =  -  5 (h. г )(h , r)(h , r) +  (h3 h3)(h t r) +  (h3 h,) X  
o

X  (h2 r) + (h, h3)(h3 r).

Обозначим h2h3 =  a, h3hi =  p, h ih2 =  Y. 6 =  a+ P+ v и вичислим зна- 
чение У3 в точке Q 0, отвечающей орту

г =  (3 + 25)-1/2 (h, +  ha + h3):

— — У3 (Q0) =  (3 + 25)-з/2 [5 +  75 + 3 (a* + р2 + т2) + 5 (ар +
З

+  Р т  + ї а ) +  (а 2 Р  +  а 2 ї  +  Р 2 ї  +  Т 2 а  +  Т 2 Р  +  Р 2 а )  -  2 а р у ] .
(25)

Предположим вначале неотркцательность чисел а, р, у, а зна- 
чит, и б. Пронумеруєм оси так, чтобьі а стало наибольшим из 
чисел a, р, у- Тогда 2 a p Y ^ a 2p+ a2y. Позтому

-  і У, (Qo) >  (5 +  75 +  | Б2) (3 +  25)-3-'2. (26)
О £

С правой сторони стоит возрастающая функция от б, так что

1 „ _____ 5

Пусть теперь изменением направлений каких-либо из осей hk 
па противоположньїе невозможно добиться неотрицательности 
а, р, у. Тогда можно вьібрать направлення осей так, чтобьі два 
пз трех чисел а, р, у бьіли положительньї, а третье отрицательно 
и чтобьі их сумма 6 ^ 0 .  Представляя вьіражение в квадратних 
скобках (25) в форме

5  +  78 +  -  52 +  І  §з +

2 З
I ( a2 + p2 + T2 ) _ i ( a3 +  p3+ Y3)

опять убеждаемся в справедлнвости (26), а значит и (27).
Итак,

II Г зII,> 5 /1 /3 , (28)

нричем равенство по-прежнему достигается только для гармоники 
с тремя ортогональними осями в определяемой ими системе от- 
счета, имеющей вид (23).
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УЧЕТ СООТНОШЕНИЯ т о ч н о с т и  

ЛИНЕЙНЬІХ ИЗМЕРЕНИЙ И ИСХОДНЬІХ АЗИМУТОВ 

ПРИ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ 

ЦЕПИ ТРИЛАТЕРАЦИИ

На практике априорная оценка точности геодезических сетей 
часто вьіполняется^с помощью формул, полученньїх для некоторьіх 
идеальньїх моделей. Однако реальньїе сети всегда в той или иной 
степени отличаются от зтих моделей. Позтому возникает необхо- 
димость усовершенствования имеющихся интерполяционних фор
мул и получение нових, позволяющих учитьівать степень зтого 
отличия.
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