
динат. Позтому частньїе производньїе от Z по х, у, z ортогональньї 

на сфере, так что

^зІІ2 =  «і
dZ

дх

dZ

ду
+  Т?

dZ

dz
(2 2 )

Квадратичная форма (22) относительно а 2, Р2, у? ПРИ условии 
(3) обращается в минимум, когда две из трех величин a 2, Р?, 7 ? 
обращаются в нуль, а третья —  в единицу. Позтому /із или орто
гональна к /її, /і2, или компланарна с ними. В первом случае фик- 
сируем h u  /г3 и варьируем /і2, которая опять-таки должна ока- 
заться или ортогональной к hi, / із , или компланарной с ними.

Итак, минимум || У3II сообщает или триортогональная, или ком- 
планарная тройка осей. В первом случае, вьібирая /її, /іг, /із за 

оси координат, получаем

хуг
У, =  — 15' (23)

и прямой подсчет дает ||УзІІ — У15/7. Во втором случае норма боль- 

ше, так как согласно (12), (14) ||У3||^у45/14.

Окончательно

КяІІ > (24)

Перейдем к оценке равномерной нормьі. Отождествляя направ
лення h/i и точку Q единичиой сферьі с соответствующими ортами 

hft, г, получим

\ y * (Q) =  -  5 (h. г )(h , r)(h , r) +  (h3 h3)(h t r) +  (h3 h,) X  
o

X  (h2 r) + (h, h3)(h3 r).

Обозначим h2h3 =  a, h3hi =  p, h ih2 =  Y. 6 =  a+ P+ v и вичислим зна- 
чение У3 в точке Q 0, отвечающей орту

г =  (3 + 25)-1/2 (h, +  ha + h3):

— — У3 (Q0) =  (3 + 25)-з/2 [5 +  75 + 3 (a* + р2 + т2) + 5 (ар +
З

+  Р т  + ї а ) +  (а 2 Р  +  а 2 ї  +  Р 2 ї  +  Т 2 а  +  Т 2 Р  +  Р 2 а )  -  2 а р у ] .
(25)

Предположим вначале неотркцательность чисел а, р, у, а зна- 
чит, и б. Пронумеруєм оси так, чтобьі а стало наибольшим из 
чисел a, р, у- Тогда 2 a p Y ^ a 2p+ a2y. Позтому

-  і У, (Qo) >  (5 +  75 +  | Б2) (3 +  25)-3-'2. (26)
О £

С правой сторони стоит возрастающая функция от б, так что

1 „ _____ 5

Пусть теперь изменением направлений каких-либо из осей hk 
па противоположньїе невозможно добиться неотрицательности 
а, р, у. Тогда можно вьібрать направлення осей так, чтобьі два 
пз трех чисел а, р, у бьіли положительньї, а третье отрицательно 
и чтобьі их сумма 6 ^ 0 .  Представляя вьіражение в квадратних 
скобках (25) в форме

5  +  78 +  -  52 +  І  §з +

2 З
I ( a2 + p2 + T2 ) _ i ( a3 +  p3+ Y3)

опять убеждаемся в справедлнвости (26), а значит и (27).
Итак,

II Г зII,> 5 /1 /3 , (28)

нричем равенство по-прежнему достигается только для гармоники 
с тремя ортогональними осями в определяемой ими системе от- 
счета, имеющей вид (23).
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УДК 528.35

В. А. В И Л Е Н С К И Й

УЧЕТ СООТНОШЕНИЯ т о ч н о с т и  

ЛИНЕЙНЬІХ ИЗМЕРЕНИЙ И ИСХОДНЬІХ АЗИМУТОВ 

ПРИ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ 

ЦЕПИ ТРИЛАТЕРАЦИИ

На практике априорная оценка точности геодезических сетей 
часто вьіполняется^с помощью формул, полученньїх для некоторьіх 
идеальньїх моделей. Однако реальньїе сети всегда в той или иной 
степени отличаются от зтих моделей. Позтому возникает необхо- 
димость усовершенствования имеющихся интерполяционних фор
мул и получение нових, позволяющих учитьівать степень зтого 
отличия.
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В настоящей работе исследуется возможность учета соотноше- 
ния точности линейньїх измереиий и точности определения азиму
та стороньї ап в цепи трилатерации из геодезических прямоуголь- 
ников, изображенньїх на рисунке.

Впервьіе формули априорной оценки точности цепи трилатера
ции, изображенной на рисунке, бьіли полученьї И. А. Кутузовьім 
J3J. Аппроксимируя обратньїе веса на ЗВМ , Г. С. Бронштейн и

А. С. Сафонов [2] получили более простьіе формули оценки точ- 
ности продольного сдвига

mt =  т а - (0,980 — 0,0381 /) • У  п , (1)

поперечного сдвига

т и =  т а - (0,191 +  0,782/п + 0,806 ІпУп), (2)

•среднюю квадратическую погрешность дирекционного угла сто
рони

<  =  • Р" • У Ш ,  (3)
а

У. П. Аркашова [1] получила формули для оценки точности 
того же ряда, но при условии, что он уравнен за условие азиму- 
тов (за твердьіе принятьі азимути сторон а0 и ап). Для продоль
ного и поперечного сдвигов аппроксимация результатов, получен- 
ньіх в [1] и вьіполненная в [2], приводит к формулам: 
продольньїй сдвиг ряда

т с — т а (0,688 — 0,5761)У  п)\ (4)

поперечний сдвиг ряда

т и =  т а (0,743 — 0,0174 • п + 0,410 ІпУ~п)\ (5)

погрешность азимута связующей стороньї четьірехугольника с но
мером

В приведемпьіх формулах 1 =  — — продвиг прямоугольников;
а

т а — средняя квадратическая ошибка единицьі веса; п —  число 
фигур в ряде.
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Согласно [2] средняя квадратическая погрешность формул 
(1), (2), (4), (5) составляет 5%.

Приведенньїе вьіше формули соответствуют идеальним моде
лям. В частностн, формули (1) — (3) соответствуют свободпоіі цепи 
трилатерации, а формули (4) — (6) —• несвободной сети, в кого- 
рой известньї азимути сторон а0 и ап.

Возникает вопрос, при каком соотношении точности измерсиия 
линий и точности определения азимута стороньї ап можно счи- 
тать, что сеть свободная или несвободная и при предрасчете точ
ности пользоваться соответственно формулами (1) — (3) либо 
(4) — (6), и вообще, как видоизменятся формули (1) — (3) для 
произвольного соотношения точности азимутальних и линейньїх из- 
мерений?

Определим сначала, насколько точнее будет известно положе- 
ние пунктов и сторон в цепи трилатерации, изображенной на 

рис. 1, В КОТОрОЙ ДОПОЛНИТеЛЬНО определен азимут стороньї Яі2 . 
Для зтого вьічтем из уравнений (1) — (3) соответственно уравне- 
ния (4) —  (6):

д( = т а - (0,292 + 0,1951)У~п ; (7)

Ац =  гпа . ( — 0,552 +  0,782/п + 0,0174 /і +  0,396 In Уп)\ (8)

Для сетей, в которьіх точность исходньїх азимутов и линейньїх 
измерений примерно одного порядка, можно записать

. mF =  m*/™ + rF (tal'ta, l) ,  (10)

здесь 1//а =  т«/р// — относительная погрешность определения ази
мута; \/ta =  ma/a — относительная погрешность линейньїх изме
рений; rF —  функции, зависящие от соотношения точности азиму
тальних определений и линейньїх измерений и от продвига І.

Настоящие исследования сводятся, по сушеству, к определению 
вида функций rF и, как следствие, определению таких значений І, 
при которьіх сеть можно считать соответственно свободной (г=1)  
и несвободной (г= 0 ).

Положим, что в цепи трилатерации (рисунок), состоящей из 
двенадцати фигур геодезических прямоугольников с продвигом 
/=0 ,6 , 0,8,. . . ,  1,4, стороньї измеряются с ошибкой т а, а азимут 
стороньї а12 — с ошибкой [і" . Для определения вида искомьіх 

функций нами бьіла произведена сплошная оценка точности це- 
лого ряда сетей с различньїм соотношением точности линейньїх и 
азимутальних определений. В настоящем зксперименте с различ- 
иьіми длинами сторон а (а =  0,2 км, 0,5 км, 1,0 км, 1,5 км) и для 
всех указанньїх вьіше значений продвига / производилась сплош- 
иая оценка точности для случаев, когда |і" = 0 //,1, 1", 2", 4", 6", 

8". Все необходимьіе вьічисления вьіполнялись с помощью состав- 
ленной нами на язьіке Фортран-4 программьі «СЕТКА», которая
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предназначена для уравнивания и оценки точности плановьіх гео
дезических сетей. Вьічисления производились на ЗВМ  EC-1022.

После вьіполнения сплошной оценки точности указанньїх вьіше 
сетей на основании (10) бьіли определеньї значення искомьіх функ
ций rF в зависимости от величин t j t a и І

гР =  (т р  — т "есв- )/Д/ .̂ (ц ;

Здесь величиньї т р  находят в результате оценки точности иссле- 
дуемьіх сетей на ЗВМ , а величиньї т ”есв- и ДР нетрудно опреде- 

лить по формулам (4) — (6), (7) — (9). Частично результати зтих 
вичислений приведенн в табл. 1.

Из таблицн видно, что искомне функции в большей степени 
зависят от величиньї ta / t a и в меньшей от І. При зтом, если в

Т а б л и д а 1

Значення функции rF

Поперечний сдвиг: r u =  r u (ta /ta, І)

/-=0,8 /-1,0 /=1,2 / = 1,4

Продольньїй сдвиг: r t = r t ( t j t a , l )

2,063 0,36 0.36 0,36 0,36
1,031 0,70 0,74 0,76 0,77
0,688 0,96 0,98 1,00 1,00
0,516 1,00 1,00 1,00 1,00

2,063 0,07 0,09 0,10 0,11
1,031 0,29 0,35 0,39 0,39
0,688 0.58 0,67 0,73 0,77
0,516 0,82 0,90 0,94 0,97
0,342 1,00 1,00 1,00 1,00

x - 'a  ( У Ч

2,063 0,08 0,09 0,09 0.11
1,031 0,27 0,32 0,36 0,39
0,688 0,55 0,63 0,69 0,79
0,516 0,79 0,87 0,92 0,94
0,342 1,00 1,00 1,00 1,00

рассматриваемой сети ta/ta^ 2, то можно считать, что азимут 
стороньї ап измерен безошибочно, и для априорной оценки точно
сти таких сетей можно использовать формули (4) — (6). Если

— > то рассматриваемую сеть можно считать свободной, и 
2

для априорной оценки точности такой сети можно использовать

формули (1) — (3). Наконец, при - < t j t a< 2 удалось змпириче-
2*

ски определить вид искомих функций (12) — (14)
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rt =  1/ (0,9-0,3 l+ t jta )  2+0,33; (12)

ru=  1/(0,9— 0,3/-f-/«/f«)*; (13)

r a =  1/ (0,9— 0,3l-\-ta/ta) 2. (14)

Подставляя значення функций (12) — (14), (7) — 
(10), найдем искомне формули

-(9) и (4) — (6) в

(15)

mUn =  m ^  + ru Ац; (16)

m _  mTcn + ГаДа. 
n n

(17)

Т а б л  и ц а 2

Результати проверни формул (15) —  (17)

1 IFап і ич
і IP

*12

/
а

[км] р-" строг.
реш.

по фор
мул е 

(17)

строг.
реш.

по ф ор 
мул е 
(15)

д% строг
реш.

по ф ор 
мул е 

(16)

\%

0,8 0,5 2 10,43 10,65 2 2,60 2,71 4 15,1 15,8 4
4 11,25 11,57 3 2,97 2,95 1 18,0 18,7 3

1,0 2 5,62 5,78 3 2,97 2,95 1 18,0 18,7 33
4 6,72 6,20 8 3,34 3,33 0 24,8 23,5 1

1,5 2 4,14 4,14 0 3,25 3,25 0 21,7 21,3 2
4 4,76 4,76 0 3,08 3,08 0 27,2 27,1 0

1,0 0,5 2 10,49 10,69 2 2,57 2,69 5 19,0 19,8 4
4 11,45 11,69 2 2,98 2,93 1 23,2 23,7 2

1,0 2 5,73 5,85 1 2,98 2,95 1 23,2 23,7 2
4 6.8^ 6,73 2 3,26 3,26 0 32,1 30,5 5

1,2 0,5 2 10,53 10,73 2 2,53 2,66 5 23,0 24,4 6
4 I f , 61 11,78 2 2,97 2,94 1 28,6 30,1 5

1.0 2 5,80 5,89 2 2,97 2,94 1 28,6 30,1 5
4 6,97 6,94 0 3,19 3.24 2 39,3 41,5 6

Проверка формул виполнялась путем сравнения значений пг, ви- 
численних строго на ЗВ М  и найденних с помощью формул (15)—■ 
(17). Результати зтой проверки приведенн в табл. 2.

Согласно данним табл. 2, погрешность полученних фор
мул в исследуемом диапазоне величин / и t j t a не превиша- 
ет 8%.
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