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Рассмотреньї теоретические вопросьі построения цифровьіх моделей 
рельефа с использованием коллокационной модели. Указьівается, что математи- 
ческие зависимости коллокации и метода Крайгинга идентичньї. Обращено 
внимание на основньїе проблемьі цифрового моделирования рельефа на основе 
коллокационной модели.

There have been done theoretical studies of the digital elevation model using a 
collocation model. In particular there is indicated that mathematical dependences of 
the collocation and the Kriging method are identical. Also main problems have been 
examined for the digital relief simulation based on the collocation model.

Автоматизація картографічного процесу, застосування ГІС-технологій з метою 
ефективного використання інформації та оперативного прийняття рішень пов’язані із 
побудовою цифрових моделей рельєфу. Значний ріст робіт та кількості публікацій у сфері 
цифрового моделювання рельєфу зумовили до виділення питань цифрового моделювання у 
самостійний напрям. Із чинників, від яких залежить точність побудови цифрових моделей 
рельєфу, можна виділити такі:

-  способи задання вихідної інформації;
-  методи математичного моделювання рельєфу;
-  технологічні особливості створення ЦМР.
Одним із головних питань створення ЦМР є математичне моделювання рельєфу, 

розв’язок якого базується на розгляді рельєфу або як явища детермінованого, або випадко
вого [2 , 8 ], хоча, на нашу думку, оперування з властивостями рельєфу, детермінованими чи 
статистичними, залежить від критеріїв побудови ЦМР, зокрема точності. Рельєф можна 
розглядати як випадкову стаціонарну функцію у межах значного її поширення, яка на 
локальній ділянці виказує детерміновані ознаки. На рис. 1 показано реалізацію випадкової 
функції за певним напрямком, яка має властивості нестаціонарності.

Завданням апроксимування є підбір математичної моделі, яка б за вихідною інфор
мацією з заданою точністю відтворювала вихідну функцію. На наш погляд, розв’язанню цієї 
задачі найбільше відповідає модель колокації, запропонована Moritz [7] для задач фізичної 
геодезії. Покажемо її особливості для побудови ЦМР. Водночас покажемо, що вживана у 
практиці побудови ЦМР модель з назвою Крайгінг [1,4, 5, 8 , 10] є видозміненою моделлю 
колокації. Стосовно визначення ЦМР основне рівняння колокації запишеться

Z = A x+ 8Z  + AZ, (1)
де Ах визначає регулярну змінну частину або тренд, SZ -  сигнал, змінну складову, яка 
нерегулярно осцилює навколо Ax 'xA Z - випадкову складову або шум.



104

На рис. 1 показано: 1 -  детермінована функція; 2 -  випадкова функція; 3 -  детерміно
ване значення функції Ах; 4 -  сигнал дZ; 5 -  шум AZ\ 6 -  точки, в яких функція задана.

Рис. 1. Зміст моделі колокації в побудові ЦМР

У моделі колокації для отримання незміщених оцінок з мінімальною дисперсією 
математичне сподівання повинно дорівнювати E(8Z) = 0, £(AZ) = 0.

На відміну від вживаних для апроксимації рельєфу аналітичних функцій, які моделю
ють тренд або тренд і сигнал разом, за методом колокації сигнал визначається як окрема 
величина як в точках спостереження, так і в прогнозованих точках, тобто колокація перед
бачає визначення оцінок параметрів, величин сигналів у точках спостереження і в точках 
визначення або прогнозу.

Для отримання розв’язку з мінімальними дисперсіями помилок повинні бути задані 
коваріаційні матриці виміряного вектора Czz, сигналу Cszsz і взаємна коваріаційна матриця 
сигналів вимірювання SZ і прогнозу SZP -  Cszszp, а також коваріаційна матриця шуму Cazaz-

Розв’язок рівняння (1) за принципом
8ZTc £ sz5Z + A ZTC-JaZAZ = mm (2)

дає оцінки для х  і SZ.
х = (А ТС '1 А ) '1 А ТC ~ 'Z , (3)

S Z ^ C szszC - \ Z - A x ) ,  (4)

SZp = C asz,C - '( Z - A x ) ,  (5)

ДЄ С ~ = С + С . . 7 .

Проблемою колокації є отримання коваріаційних функцій, які залежать від типів 
рельєфу місцевості. Коваріаційну функцію можна отримати, враховуючи теорію стаціонар
них випадкових функцій. Якщо задатися значеннями просторової змінної Z в точках поля з 
координатами х і x+h, де /і -  змінний інтервал, то

C(h) = E p : ( x ) - E z lZ (x  + h ) - E z ^ ,  (6 )
де Z(x), Z(x+h) -  значення просторової змінної Z в точках поля з координатами х  і х  + h\ 
Ez = E{Z(x)} -  середнє значення змінної Z в межах поля.

Експериментальні коваріаційні функції можна моделювати за допомогою стандартних 
виразів коваріаційних функцій [1], що вимагає спеціальних досліджень.

Іншою проблемою застосування теорії колокації для побудови ЦМР є нестаціонар- 
ність випадкової функції. Тому результатом пошуку розв’язання є виділення тренду, який
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інтерпретують як математичне сподівання т х - Е г нестаціонарної випадкової функції. Тоді 

локальні відхилення l ( x ) - Z ( x ) - E z розглядають як випадкову функцію з умовами 
стаціонарності.

Найчастіше тренд представляють за допомогою поліномів. У скороченому запису
т

Ax = Ez = '£ a lf l (x ,y ) , (7)
1=0

де щ -  коефіцієнти полінома; f l(x, у ) -  одночлени координат х, у точки поля.
Оскільки виключення тренду на глобальній поверхні не забезпечить стаціонарності в 

межах локальних ділянок, то вибір розмірів таких ділянок, в межах яких можна забезпечити 
точність визначення відміток, є також проблемою цифрового моделювання.

У випадку, якщо в межах локальної ділянки функцію, яка характеризує рельєф, можна 
вважати стаціонарною, задачу прогнозу в заданій точці Z(xk) за виміряними значеннями 
Z (x j), і = 1,2,..., п невідомої випадкової функції ділянки формують як лінійний функціонал

L z = j i WlZ ( x ,) - Z l .x k), (8 )
1=1

параметри якого характеризують усереднене значення коефіцієнта для г'-го перетину поля і 
визначаються за м.н.к. Основним критерієм ефективності оцінки Z(xk) є дисперсія

< = £ji> ,Z (* ,)-Z (* ,)j • (9)

яка за фіксованого значення координат може змінюватись через зміну коефіцієнтів W,. 
Коефіцієнти Wi виконують роль усереднених вагових коефіцієнтів.

Якщо виразити дисперсію через коваріаційну функцію, то за правилами оперування з 
коваріаційними функціями вираз (9) з урахуванням (6 ) запишемо

<  = ~ 21 W.C( K ) + с , , (Ю)
і= 1 j = 1 і=1

де C(hij) -  коваріація між парами точок г'-го і у'-го перетинів поля, розташованих на відстані 

hy = [де. -  Xj \ ; C(hik) -  коваріація між г'-ми і к-ми парами точок; С* -  дисперсія поля для точок 

з координатами Хк.
Особливість колокаційної моделі з умовами полягає в тому, що задають умову 

незміщеності оцінки Z(Xk) стосовно вихідних даних. Умова має такий вигляд:

5 > < = 1 - (И )
і=і

У цьому випадку невідомі вагові коефіцієнти знаходять із розв’язання систем рівнянь 
безпосередніх вимірів, зв’язаних умовами [6 ]. У нашому випадку з урахуванням (11) 
функція Лагранжа запишеться

F  = а \ к + 2 Я ( ^  W, -1 )  = шіп , (12)
і=і

де Я -  корелата Лагранжа.
Підставляючи (10) в ( 12 ), отримаємо

Ск + Е  W ,a h lt) + 2 А( - 1) = о . ( із )
і=1 У=1 і=1 /=1
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Диференціюючи функцію по невідомих коефіцієнтах Wi і корелаті Л, отримаємо п+1 
рівнянь

£ W jC(/i„)-2 C (/!„) + 2A =0,
М

£ w , = l .  (14)
1=1

В остаточному вигляді рівняння (14) запишемо

jXC(ft„) + A = C(ft,t ),
;'=і

2 > , = 1 .  (15)
1=1

З урахуванням математичного сподівання вираз (9 ) запишемо

ст; = Е S  w i (z (x, ) + т х, ) - ( Z ( x k) + тХк) 
І=1

(16)

Якщо тх виразити за допомогою полінома

т х = ао + а\х  + а гУ  + агх 2 + а4у 2 + а5ху , (17)
функція Лагранжа запишеться у вигляді:

F = a l  +2A,(jw, -1) + 2Яг(Х ^Л  -* t ) + 2A, (]!>,,, - >і) + 2А4(Х ^л 2 -*,2) +
1=1

2Я5 ( S  ^  “  У І ) + 2Я6 ( X  W > х і У і ~  х к У к ) = т іг .  (18)
1=1 1=1

Диференціюючи функцію (18) по невідомих Wi і корелатах Л (корелати відповідають 
коефіцієнтам полінома), після певних спрощень отримаємо п+т+1 рівнянь

^ W j C(hlJ) + Al + Я2х  + Я3у,. +Я4х 2 + Я5 у 2 + Л6х іу і = С(ЛЙ)
7=1

5 > . =1
1=1 і=|

'£l W ,y ,= y t '£ щ У Ї = У Ї  (19)
1=1 ,=1

t , w ^ = 4  £ ц х , У і= х кУі
1=1 1=1

Через складність отримання коваріаційних функцій для різних типів рельєфу в 
практиці побудови ЦМР використовують видозмінену колокаційну модель, знану як метод 
Крайгінга.

В Крайгінгу, як узагальнену функцію, яка виражає синтезовані властивості поля, 
використовують функцію розсіювання або варіограму, яку визначають через значення 
просторової змінної [2, 3, 9]:

Y(h) = 0,5E{[Z(x + h ) - Z ( x ) ) 2} (20)
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або
у(Л) = С (0)-С (Л ). (21)

За відсутності систематичної складової (тренду) запишемо рівняння Крайгінга у 
загальному вигляді, замінивши значення коваріаційної функції п значеннями варіограми:

5 > Л  + Я=Г„,

5 > , = 1 - (22)

Порівняємо вирази (22) і (15) -  вони ідентичні, але в практичному використанні 
залежать від достовірності визначення коваріацій C(h) і варіаційних значень у(И).

У матричній формі рівняння (22) мають вигляд

(23)

Г и  У і2 -  7 і„  1 1 Г и

У 21 У 22 •"  У 2л 1 1 w 2 Ук2

У лі У л2 ••• Глл 1 1 = У кп

1 1 . .. 1 1 0 я 1

Розв’язок системи рівнянь (23) запишемо

У п У12 ••• У In 1

=  |Г и  Ук2 Укп 1|Т -

Уг  і У 22 •• У 2л 1

Wk Ут У п2 "  Глл 1

я 1 1 ... 1 0

(24)

Значення відмітки к-ї точки знаходимо за вектором вихідних точок із виразу (8 )
w;

7 = 7Г'І 7 .
W-,

(25)

З використанням множника Лагранжа дисперсію оцінки прогнозованої величини 
запишемо [5]

<  = 5 > л + я - <26>
н

Якщо модельована поверхня містить систематичну компоненту (тренд), то вищенаве- 
дена модель, внаслідок невиконання вихідної умови (1), буде наближеною. Для точнішого 
моделювання поверхні з використанням метода Крайгінга необхідно знати функцію 
апроксимування тренду і узагальнену коваріаційну функцію C(h), яка характеризує авто- 
кореляцію даних за відсутності тренду.

Крайгінг за наявності тренду названий універсальним Крайгінгом, його можна вико
ристати для розв’язання задач, які не відповідають умовам стаціонарності. В універ
сальному Крайгінгу враховують умови, що два перших моменти змінної Z(x) не стаціонарні:
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£'{Z(x)}= m(x);

cow{Z(x),Z(x + h)}= C (xl ,x 2) . (27)
Завданням апроксимації і в цьому випадку є знайти оцінку Z(xk), яка була б незміще- 

ною і мала мінімальну дисперсію.
Запишемо математичне сподівання у вигляді полінома (7), тоді вагові коефіцієнти W,- 

знаходять із розв’язання системи, яка містить п+т+1 рівнянь та ідентична системі (19):
п т

£ ^ . л +£ а/ / '( ^ )= п ,-  з 
j = 1 1=0

^ Щ / 1(хі,у і) = / ‘(хк,у к), 1= 0 Д ,...,т. (28)
;=і

У формулах/У*;, У і) ~  члени полінома.
Звичайно для врахування тренду використовують поліноми вигляду 

Ах, = а0 + ахх  + а2у + агху ,

Ах„ = а0 + а]х + а2у + а3х 2 + а4у 2 +а5ху . 29)

Рівняння універсального Крайгінга з урахуванням Ахп в деталізованому вигляді 
запишемо

п

'ZW jYij +а0 + ахх, + а2у + агх 2 + а4у? + а5хіУі = y kj, 
і=і

l w , x f = x l ,
1=1 1=1

Y j w i* i= x k , 1£щуї=у2к, (30)
1=1 i=l

п п
X  w i У і =Ук> S  w і X, у, = х кук .
і=і і=і

Запишемо систему (ЗО) у матричній формі. Отримаємо

Y u Y n  ■•• Yin 1 *1 >1 *12 y,2 Х\У\ w , 7*i

Y n Y  22 ■ Y 2n 1 x 2 У 2 X 22 У 22 X2 У 2 w 2 7*2

YnX Y  n2 • ■ Ynn 1 Xn y n X 2n У 2п Хп Уп W n 7*„

1 1 . . 1 0 0 0 0 0 0 a o 1

*2 • X„ 0 0 0 0 0 0 a l **

Уі У 2 • ■ Уп 0 0 0 0 0 0 a 2 У*

x f * 2* • ■ X 2 0 0 0 0 0 0 «3 **2

y f У 2 • ■ Уп 0 0 0 0 0 0 «4 УІ

ХіУі х 2У2 • • x „ y n 0 0 0 0 0 0 «5 х к Ук

Із розв’язання (31) отримують значення вагових коефіцієнтів Wt та коефіцієнтів 
полінома щ.

Визначення значення відмітки Z* можна отримати інакше. Із розгляду системи (19) 
випливає, що для заданої кількості точок вагові коефіцієнти W, залежать від п значень

ков;
виті

C(hi
най]
ВИЗЇ

і-

оснс
при
Про

ДИТЇ

гу ,з

риза 
Порі 
фут 
Вип. 
цифі 
гра$ 
запа 
геол> 
наш
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коваріаційної функції і від функцій, які виражають тренд, тому оцінку Z k можна предста
вити у вигляді

п

= ^ ЬіС( К ) + ао + аЛ  + а2Ук + аз 4  + аУ к + а5хкук . (32)
і=і

Коефіцієнти Ьі (і = 1,2, щ (І = 0,1 отримують із розв’язання системи рівнянь:
п

£ ь , . с ( \ . ) + а о +  а л  + а іУ і  +  а зх ! + а л у ! + а 5х іУі = z ,
І.М

ї
М

з
JC

r II о 5 > л 2 = о ,
і=і

(33)

2 > л = ° .
і=і

± Ь ,У Ї = 0 ,
1=1

5 > . у < = ° > І > Л У , = о .
1=1 м

Система (33) містить також п+т+1 рівнянь з п+т+1 невідомими. Елементи матриці 
C(hij) можна виразити через коваріації точок поля або через аналітичні радіальні функції, 
найуживанішими серед яких є мультиквадрики, диференційні сплайни [2, 3, 10]. Дисперсію 
визначуваних точок у цьому випадку запишемо:

<4 =var[Z(xt ) - Z ( x k)] = Ck - f > , / ' ( * , , ? , ) - ! > , С№*). (34)
/= 0 /=1

т

де ^  у )  -  функція, яка характеризує тренд; Ск -  дисперсія поля.
1=0

Отже, розглянуті залежності визначення відміток точок цифрової моделі рельєфу на 
основі колокації представляють узагальнену математичну модель, яка дозволяє врахувати 
при створенні ЦМР систематичну складову, корельовану змінну та некорельовану змінну. 
Проблемами колокаційної моделі залишаються:

1) вибір розмірів локальних ділянок або радіуса пошуку, в межах якого буде прово
дитися апроксимація, як і вибір кількості та розташування вихідних точок;

2 ) вибір функції, якою апроксимують систематичну складову;
3) знаходження коваріаційної функції в колокаційній моделі або варіограми в Крайгін- 

гу, за якими визначають корельовану змінну;
4) підбір аналітичної функції, яка відповідає властивостям коваріаційної функції;
5 ) отримання коваріаційної матриці для некорельованої змінної.
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В статье рассмотреньї особенности полевой ландшафтной сьемки и кадаст- 
ра в районах разработки месгорождений полезньїх ископаемьіх. Представленьї 
основньїе диагностические признаки для вьіделения и картографирования 
горнодобьівающих антропогенньїх комплексові отвалов, карьеров, отстойников 
и др. На их основе разработана серия специальньїх кадастровьіх бланков.

In the article the features of field landscape filming and cadastre in regions of 
digging of mineral resources are reviewed. The main diagnostic tags for allocation and 
mapping of mining anthropogenic complexes are submitted: blades, opencasts, sumps 
etc. On their basis a series of the special cadastral forms is designed.

Екологізація сучасної географії відобразилась у формуванні таких наукових напрям
ків, як екологічна географія, геоекологія, ландшафтна екологія, антропогенне ландшафто
знавство тощо. Про інтенсивність цього процесу свідчить розгортання великомасштабних 
досліджень, спрямованих на вирішення прикладних проблем гірничодобувних територій, 
які, насамперед, супроводжуються саме їх геодезичним, а особливо ландшафтним зніманням.

Практичне здійснення ландшафтного знімання в межах родовищ корисних копалин 
повинно грунтуватись на чіткій організації польових робіт з чіткою геодезичною прив’яз
кою досліджуваних об’єктів, проведені на основі сучасних методів вивчення природних і 
антропогенних геокомплексів. Залежно від поставлених завдань використовується конкрет
на організаційна форма польового знімання -  експедиційна, напівстаціонарна або стаціо
нарна. При цьому, експедиційне вивчення геокомплексів є головною формою ландшафт
ного знімання і вже на їх основі організовуються стаціонарні й напівстаціонарні режимні 
спостереження. Методика польових досліджень, на сьогодні є достатньо розробленою, 
зокрема на географічному факультеті Львівського національного університету ім. І. Франка 
[1,5, 7].

Перед польовим зніманням геокомплексів під час проведення еколого-ландшафтних 
досліджень в межах родовищ корисних копалин повинні бути поставлені такі завдання: 
1) виявлення і картографування об’єктивно існуючих природних і антропогенних геокомп
лексів; 2 ) дослідження зовнішніх ознак сучасної динаміки і впливу на функціонування 
геокомплексів; 3) вивчення гірничодобувного та інших антропогенних впливів; 4) аналіз 
антропогенних елементів і систем, які безпосередньо пов’язані з гірничими розробками;
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