
П р еж де  чем перейти к  обсуждению  полученньїх результатов
тметим особенности аномального гравитационного поля Л ун ь ї ’

1 Г Г р ! : ЬІ СТ0ЛК? СЬ ПР.И П0СТР °ении ковариационних 
функции. Бели функция Сф д л я  Луньї имела «класси чески й » х а 
рактер  КФ аномального геопотенциала — резкое убьівание ко- 
вариации с возрастанием  -ф, то функция Ск. с к а з а л а с ь  осцилли- 
рующеи с периодом примерно 30°, что ясно у к а з ь ів а е т  на неста- 
циоиарность аномального гравитационного поля Луньї. Д еталь -  
ньіе исследования позволили в дальнейш ем  разделить общее 
поле на три регион а, при зтом  первнй регион охвать ів ает  прак- 
тически всю обратную сторону Луньї, а второй и третий — об
л а с т е  видимои сторони — соответственно горную и область 
наиболее круп н и х  кр у го ви х  морей, содерж ащ их м аскони . Имен- 
но нозтому необходимо построить отдельн и е  ковариационние 
функции д л я  к а ж д о го  из регионов, с одной сторони, и принуди- 
тельно стационаризовать общее поле -  с другой. Перед построе- 
нием^КФ (региональних и глобальной) из исходного поля ано
малии радиальньїх  ускорений сили тяж ести  (по регионам в 
отдельности и по всей рассм атри ваем ой  о б ласте  в целом) бил  
снят «трен д»  в виде среднего арифметического из значений 
аномалии, отнесенних к  центрам трапеций 5°Х5°. М ож но пред- 
лож ить (п од твер ж дается  д ан н н м и  т а б л и ц и ) ,  что снятие «трен- 
д а »  равносильно приближенному устранению влияния С20

А нализируя  с учетом зтих  замечаний д ан н и е  таб л и ц и  м о ж 
но сдел ать  следую щ ие ви в о д и :

1. Д л я  получения р еал ьн и х  оценок степенньїх дисперсий ГІО 
рассм атри ваем ой  методике необходима принудительная стацио- 
наризация глобального аномального гравитационного поля 
і/іуни.

2. Регион а л ьн и е  КФ не пригодни д л я  нахож дения степен
ньїх дисперсии глобального поля.

З Н аименее надеж но  определяю тся стєпенньїе дисперсии 6 
/, 1І-ГО и 15-го порядков, что, с одной сторони, можно об-ья- 
снить «с гл аж и ваю щ и м  х а р а к т е р о м »  рассмотренной методики, 
а с другой — ош ибками исходной информации (по оценке 
Феррари именно на зтих по р ядках  следует  о ж и дать  м а кс и м а л ь 
них  ошибок в гар м о ни ках  аномалий радиальньїх  ускорений Г31).

4. Несмотря на ограниченность информации об аномальном 
гравитационном поле Л ун и , содерж ащ ейся  в широтной К Ф  C,D 
степенине дисперсии 2 —5-го порядков, определенние по ней 
достаточно хорошо согласую тся  со значеннями Феррари.

Хотя использованная в работе информация ограничена по 
о б ьем у  (практически при ви во де  КФ учтени  аномалии р а д и а л ь 
ньїх ускорений только примерно д л я  половини поверхности 
Л у н и ) ,  а сравнение виполнено по зави си м и м  д ан н и м , исследо
вания сввдетельствую т к а к  о правомочности применения м ето 
дики  У. К а у л и  д л я  определения степенньїх дисперсий селено
потенциала, т а к  и о справедливости ви во до в  о статистических 
свой ствах  аномального поля Л ун и .
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О П РИ М ЕН ЕН И И  М У Л Ь Т И К В А Д Р И К О В О ГО  МЕТОДА 
А П П РО К СИ М А Ц И И  Н Е Р Е Г У Л Я Р Н И Х  П ОВЕРХН ОСТЕй

В течение последних пятн адц ати  лет  при решении р яд а  гео- 
дезических, геофизических и други х  зад а ч  широко применяют 
методи  математического  моделирования. Зто, во-первих, обус- 
ловли вается  тем , что при изучении некоторих явлений часто 
необходимо при минимальном обьем е наблюдений иметь д е 
тальную  информацию об их хар актер и сти ках  (значення сили 
тяж ести , аномалий и т. д . ) ;  во-вторих, возросшими возможно- 
стями вмчислительной техники, поз вол я ющи ми автоматизиро- 
вать  процесс получения и обработки информации.

П озтому наиболее удобними и перспективними о казали сь  
те м етоди  моделирования, которие, с одной сторони, способст- 
вуют получению результатов  с необходимой степенью точности, 
а с другой  — легко  м о гут  бить  реал и зо ван и  на З В М . Особий 
интерес в зтом  отношении п р ед ставл яет  м ульти квадр и кови й  
метод, предложенний Р. Л . Харди [5 ]  и основанний на идее 
представлення н ер егуляр ни х  (м атематически  неопределенних) 
поверхностей суммой широкого р я д а  р егуляр н и х  (м атем ати ч е
ски определенни х),  в частности квадр ати ч н и х  форм, или им 
подобних аналитических вираж ени й .

Н аиболее общий вид мультиквадрикового  уравнения оии- 
си в а е т с я  формулой

C j[Q  (Хі , tji, Xj, y j ,  б) ] —Zi\ і — 1, 2 , . . . ,  т\ /= 1, 2 , . . . ,  п , ( 1)

где Q(Xi, у і ,  Xj, y j ,  б) — частн ая  к в ад р ати ч н ая  форма (или квад -  
р и ка ) ,  о п р еделяем ая  к а к  поверхность второго п орядка ;  Xj, 
Уі — координати  фиксированних точек на поверхности, д л я  ко- 
торих полученьї козффициентн м у л ьти квад р и ко вн х  функций 
Cj  (в дальнейш ем  н а з и в а є м  их у з л о в н м и ) ; Хі , y t — координати 
текущ ей точки, д л я  которой о тн ски ваетс я  значение количествен- 
ной характери сти ки  явлен н я  Z\\ б — положительн ая  или р авн ая  
нулю константа . С ум м а  т аки х  уравнений в н р а ж а е т  искомую 
мультиквадриковую  поверхность:

п

= Zl- (2)
І "  і
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стантьі б - положительной кон-

s j i i i g - M

4, i>j связан о  с представлением  квадратичной форми в виде

<? ( * ,  У„ Xj, у р  S) =  у  { х , - ху  +  ( у , - у і у  + - j f  ' (3)
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Q ( в ,  v в , , v ,  .  (<)

в с е й м у л ь т и к в а д р и ^ о Г п о Т р ^ Т т и -  ВЬІРаженІІЮ л л я

текущ и х 'точ ек  с о о т  в етс т в е н н о '  Г п Г НИЯ И Д0ЛГ0ТЬІ Узловьіх и 
уравнений (5) м о Гн о  o t h c k L  л Г і  нЄНИЯ СИСТЄМЬІ нелинейньіх 
тьі м У-яьтиквадриковьіх функций н̂ 3вестное: козффициен- 
тельную константу  б. Ппоцесс ПРТПРт а  -г - '  ■ ' ’ ^  и  п о л о ж и - 
но сложен  н Трудоемок л я ж е  гтпм такои  системьі достаточ- 
вр ем я  в с л у ч а е ^ ^ ^ д а  знач^нир л mq °льзовании З В М - В то ж е  
ранее на основании тех  или и н ь т у  т п Т ™ °  ИЛ.И опРеДелено за- 
ВеСТНЬїе козффициентьі С  МОЖНП ообРаж ен и и, отьіскать ненз- 
уравнений. РРИЦИЄІІТЬІ с > м о ж но, реш ая  систему линейньїх

симации™еі<ИбС(мее^Єч т о ™ Г з л ^ н н е Чавторьі П  Т04Ч1Н0СТЬ аППр° К'

ч Г ™ Н1 Р“ а Г ™  ° ™ СТ а ЬН0 Внб° Р - - ™ а ДльЮ„ТоГо“ ^ :  
данньїх . ’ равило, на зкспериментальньїх

Т ак , автор мультиквадрикового  м етода Р 77 Y , nn„ 
ложил  при аппроксимации рельефа Т е с т у й  u Z Z Z t
ЗО

і) 0. В дальнейш ем  он ж е  получил змпирическую формулу для  
определения значення положительной константи

6 =  0 ,6 6 5 -Dp, (6 )

ід е  D — сторона к в а д р а т а  прямоугольной сетки квадр ато в ,  на 
которую р азб и вается  аппроксимируемьій участок .

Аналогичную ф ормулу предложил В. Гепферт:

8 =  ° , 6 S L „  (7)

где vSmin =  m in ( 5 i j )  — расстояние м е ж д у  точками с индексами
і и j  ( і —І,  2 / —1,  2 В работе [1 ]  вь ісказано  
предположение, что о п тим альная  величина имеет тот ж е  поря
док, что и к в а д р а т  стороньї уч астк а  аппроксимации.

Чтобьі оть іскать оптимальное значение б и вьіяснить его 
іілияние на точность моделирования в случае  использования 
уравнения м ультиквадратической  поверхности (5 ) ,  бьіл прове- 
ден р яд  зкспериментов по аппроксимации различньїх к а к  по 
площади, т а к  и по физической природе полей. В частности, 
иьіполнено моделирование поля аномалий сильї т яж ести  Луньї 
д в ух  регионов, охвать іваю щ их зкваториальную  зону (45° N — 
45° S )  и имеющих по долготе протяженность 90°— 180° и 180°— 
270°; и некоторой фиктивной нерегулярной поверхности попра
вок за  рельеф в силу т яж ести  (район Заиаднь їх  К арп ат  пло- 
іцадью 11 ■ 103 км 2) .

И сходя из вида  вь іраж ени я  (5 ) ,  нами a  p r i o r i  вьіделен ин- 
тервал  допусти мих значений

0 ^ б < 1. (8 )

В дальнейш ем  при определении козффициентов м ул ьти квад р а -  
тических функций в качестве  б в вь іражении (5) последова- 
тельно п о дставлялся  р яд  чисел, удовлетворяю щ их н еравенству
(8 ) .  Р е з у л ь т а т и  проведення численних зкспериментов приве- 
дени  в табл . 1, 2 .

К а к  свидетельствую т р езул ьта ти  вичислений, независимо от 
физической природи моделируемого явленн я нет необходимости 
определять точное значение константи  б, т а к  к а к  уточнение 
значення б не д а е т  значительного повиШеиия точности. Следо- 
вательно , в дальнейш ем , чтоби применять данную  методику, 
систему нелинейних уравнений можно не реш ать : достаточно 
знать  только порядок положительной константи.

При известном значений б, к а к  отмечалось, проблема оти- 
ск ан и я  неизвестних козффициентов сводится к  решению систе
м и  линейньїх уравнений (5) с п  неизвестньши. В случае ,  ко гда  
количество опорних точек со вп адает  с числом точек, в  которих 
определяю тся неизвестние козффициенти (у зл о в и х  то ч ек ) ,  по- 
следние определяю тся из решения системи

(9)
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где  Z матрица-столбец (/гX 1) значення моделируемого при
зн а ка  в опорньїх точках ; Q — матрица (п Х т ) ,  злементьі кото
рой явл яю тся  значеннями частньїх кв ад р и к  в соответствующих
уЗЛ2.ВіЬІХ точках ; С — матрица-столбец ( т х  1) неизвестньїх 
козффициентов м ультиквадриковь іх  функций. Тогда

C =  Q~lZ. (10 )
Т а б л и ц а 1

Зависимость точности моделирования поля аномалий 
сильї тяжести Луньї от вьібора б

m b g ’ мга л
m &g’ мгал

3
І участок II участок

5
І участок II участок

1,0 42 8 ,5 3021 ,5 0 ,1 .1 0 - * 14,6 14,3
0,1 26,1 27,1 0 ,2 - Ю -3 14,1 13,9
0,1 1 0 - 1 18,9 19,2 0 ,3 - 1 0 - 3 13,3 13,3
0,1 1 0 - 2 13,5 14,0 0 ,4 -1 0 -* 13,1 12,8
0,1 1 0 - 3 14,6 14,3 0 ,5 - 1 0 - 3 14,2 12,2
0,1 1 0 -4 15,3 15,0 0 ,6 -1 0 -3 16,4 12,7
0,1 10-^ 15,5 16,0 0 ,7 -1 0 -з 15,1 13,40,1 1 0 - 6 15,6 15,9 0 ,8 - 1 0 -3 12,4 13,9
0,1 1 0 -7 15,6 16,2 0 ,9 -1 0 - 3 12,9 14,40 ,0 40 ,0 38 ,8 1,0- Ю -з 13,5 14,0

Т а б л и д а  2
Зависимость точности моделирования поля поправок 
за рельеф в силу тяж ести (район Западньїх Карпат)

S шд^-, мгал О т ±g, мгал

1,0 8803 ,5 0.1 1 0 - 7 9,3
од 1394 ,2 0,2 Ю -7 9 ,9
0,1 ю - 1 738 ,7 0,3 іо - ? 9,4
0,1 10-2 217 ,2 0,4 і о - 7 8,9
0,1 10-3 506 ,3 0,5 і о - 7 8,6
0,1 1 0 - 4 12,8 0,6 і о - 7 8,0
0,1 ю - 5 10 ,5 0,7 і о - 7 8,2
0,1 1 0 -6 8,1 0,8 і о - 7

*
8,6

0,1
0 ,0

1 0 -7 9,3
11,8

0,9
1,0

1 0 -7 \
1 0 -7

8,6
8,1

Когда ж е  число опорньїх точек превьішает количество узловьіх 
точек ( т ^ > п ) ,  козффициентн Cj  находят ,  реш ая  систему (9 ) 
под условием

[V2] =гпіп, ( 11) где  V = Q C —Z- (12)
V — матрица-столбец поправок.

Т огда C = ( Q t Q ) - > . ( Q tZ ) .  (13)

Отметим, что применение метода наименьших кв ад р ато в  
д л я  отьіскания неизвестньїх величин (в нашем случае  Cj,  /= 1,

32

1 . . ,  т )  предполагает , что и используемьіе функции (Qi j , і — 
І 2 . . . , п\ /= 1," 2, . . . ,  т ) ,  и их значення (Zit і =  1, 2, . . . ,  п )  

ннляются случайними, т. е. независимьіми. Иньїми словами,

M O ( Z ) =  0. (14)

П общем случае  числовьіе характеристики  моделируемого фи- 
шческого поля ( в ь іс о т ь і топографической поверхности, анома- 
Іііи сильї тяж ести ,  поправки за  рельеф и др .) не удовлетворяю т 
йому условию. П озтому в дальнейш ем при определении козф- 

фпциентов м ул ьти квад р и ко вн х  функций, согласно формуле

т
МГАЛ

ЗО

20

10

І'цс. І. З ави си м о сть  точности м о дели 
р ован и я от числа у зл о вь іх  точек.

І, />' — при моделировании поля аномалий 
. н.пі,і тяжести Луньї; В — при моделирова- 
ііції поля поправок за рельеф в силу тя 

жести для района Западньїх Карпат.

ЗО W  5 0  60 70 80 90 т
Рис. 2. З ави си м о сть  точности мо- 
дел и р о ван и я  от числа опорньїх 
точ ек  при постоянном  числе у з -  

ло вь іх  точ ек  (га= 3 0 ).
А, Б — при моделировании поля ано
малий сильї тяжести Луньї; В — при 
моделировании поля поправок за рель
єф в силу тяжести для района За

падньїх Карпат.(13 ),  необходимо вместо исход-
ііі,їх использовать некоторие цен- пипрп. цня
і Ііированнне значення Z', получаемьіе с номощью вн делен и я

п істематнческой части ‘(трен да) Z  и внчисленн не относительно 
поверхности тренда

z / ^ Z i - Z ,  і =  1, 2 ( 1 5 )
Нетрудно зам ети ть , что если в качестве  трен да  ви б р а ть  

спеднее арифметическое из всех  значений 3* опорньїх точек, то 
„олученньїе центрированньїе значення уд о вл етво р ят  условие
(14). В зтом сл уч ае  окончательньїе числовьіе характери сти к ! 
моделируемого поля получаем  по формуле

Z =  QC +  Z. ( 16)

В работе Г71 отм ечаетея ,  что при использовании различньїх 
методов аппроксимации, на точность моделирования СУ ^ Т̂ ‘ 
по влияет обт>ем исходной информации. П озтому интересно пр 
гледить зависимость точности моделирования поверхности от. 
количества опорньїх и узловь іх  точек, д л я  чего “
делирование поля аномалии сили  тяж ести  Л У«“  Д^я тех  ж̂ > 
•по и ранее , регионов и д л я  различньїх комбинации п и 
І'динственньїм ограничением, н акладь ів аем ь ім  на количество

,| 3157
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мпйРНч в м П ХЗЛ0ВЬ,Х точек’ я в л я л с я  об-ьем п ам яти  используе 
м о и  З В М . Р е з у л ь т а т и ,  представленн н е  на рис. 1 , свидетель 

вуют, что с увеличением числа у зл о вн х  точек п  точность мо 
делирования гіовьішается. Однако при достижении некоторого до 
статочно большого числа (в  иаш ем зксперименте /г^>60) д ал ь  
неишего существенного повнш ения точности не наблю дается  

К а к  видно из рис. 2, увеличение числа т  опорних точек 
поЛ; использования дополнительной информации д л я  опреде 

і я  неизвестннх козффициентов С j, существенно не ВЛИЯЄ' 
на точность моделирования, хотя точность н имеет некоторук 
тенденцию к повншенпю при увеличении т .  П озтому чтобьі

нийТняПн я п Г Г РЬІ Cj  (/ = І’ мультиквадриковнх функ-
™ ’ йН а " ' ш взглял’ достаточно решить систему линейньїх урав- 
нении (5 )  при условии равенства числа опорних и узловнх то
чек, что в дальнейшем незначительно скажется на результатах 
моделирования. F J

Виполненние исследоваиия по применению м ультиквадри- 
кового м етода моделирования н ер егуляр н и х  поверхностей (в 
частности, использование функции вида  ( 5 ) )  позволяю т сделать  
ви в о д  о том, что д а н н а я  м етодика  успешно м о ж ет  б и ть  исполь- 
зо ван а  д л я  аппроксимации любого физического поля независимо 
от его природи, сложности, размеров . Точность аппроксимации 
о бусловливается  числом у зл о вн х  точек, т. е. количеством козф
фициентов м у л ьти квад р и ко вн х  функций, и почти не зависит 
от числа опорних точек.»
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В. Г. КИРИЛЛОВ

АНАЛИЗ МЕТОДОВ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗЛЕМЕНТОВ  
ОРТОГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЬІ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

^ппп°Пр0СЬІ пРеобРазован и я  пространственннх п рям оугольннх 
координат а к т у а л ь н н  не только в пространственной геодезии 
|_yj, но и в аналитической фотограмметрии [ 7 , 8 , 10— 12] .
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К. Риннер отметил [9 ] ,  что в кр уг  основних задач  простран
< твенной геодезии входят : определение положення пункт,'І ІІрІІ 
помощи направлений, углов и расстояний в  пространстве: ориеп 
шрование пучка лучей п линейное конформное преобразоиаімн* 
її нространстве хода

(1)

“ X і ~ ' X '
Vі =  т - А Y + 5 Г 0

_ 2 і - _ Z  _ S Z 0 ^

де m  — масш табний  множитель ;

« и « 1 2 « 1 3

А = « 2 1 « 2 2 « 2 3

. « 3 1 « 3 2 « 3 3  -

матрица вр ащ ен и я .

М атри ц а  А д о л ж н а  бить  ортогональной, т. е. удовлетворять  
условиям :

CL І 1 - J -  Q.\ 2 “І-  с і \  3 =  1 ;  О/ ц  &2І &22 +  « 3 1  « 3 2  =  0  >

« 2  1 +  « 2  2 +  « 1 З =  1 ; « 1 1  « 1 3  +  « 2 1  « 2 3  +  « 3 1  « 3 3  =  0  ; 

« 3  1 +  « I  2 +  « 3  3 =  1 ї  « 1 2  « 1 3  + « 2 2  « 2 3  +  « 3 2  « 3 3  = 0 -

(2)

Определение п ар ам етр о в  преобразования н ази ваю т  «проблем 
мой абсолютного ориентирования» [12 , 14] или «проблемой вра- 
іцений и с д в и га »  [1 0 ] .  Ф. Сансо [10] сформулировал ее т а к :  
«В д в у х  д е к а р т о в н х  трехм ерн и х  системах  R  и 5  с д в у м я  раз- 
личньши ортами вьічислени или измерєни координ ати  опреде- 
ленного числа общих д л я  зтих систем пунктов. Необходимо 
найти м асш табний  множитель т ,  вектор сдви га  дХ0, бУо, 8Z0 
п матрицу вращ ения А, которие переводят вектори  системи R
іі векто р и  си стеми  5  согласно уравнения (1 ) » .  Под «проблемой 
абсолютного ориентирования» понимают з а д а ч у  перехода от фо- 
тограмметрических координат м ар ш р ута  или блока к  геоцент- 
рическим.

М асш таб  т  и сдвиги 6Х0, 6 Fo, бZ0 определить не сложно, но 
инчисление злементов а ц  матрицьі осложнено связьіваю щ ими
з ти зл ем ен ти  условиямн ортогональности (2 ) .

Известно несколько методов получения злементов ортого- 
нальной м атрици  преобразования координат [ 8— 11] ,  которие 
можно подразделить на д в е  группи :

а )  вьічисление злементов а ц  ортогональной м атриц и  задан -  
ной с т р ук тур и  (например, «м атр и ц и  Р о д р и га » ) .  Решение ви- 
иолняется по з а м к н у т и м  ф ормулам  [9, 11 — 13] или итерацион- 
но [ 10] ;

б) вьічисление злементов а ц  ортогональной м атри ци  неиз- 
нестной стр уктур и . Решение — итерационное [7, 8].

М етод и  первой группи основаньї на теореме 8.4.9 из работьі
[5 ] ,  согласно которой любую ортогональную м атриц у  А можно
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