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К ВОПРОСУ О ФОРМУЛЕ СТОКСА

Основной формулой теории фигурьі Земли, как известно, 
является формула, определяющая внешнюю уровенную по- 
верхность планета. Зту формулу впервьіе получил Стокс 
(1849). В основу своей теории он принял понятие о нормаль- 
ной планете (уровенном сфероиде), введенное еще Ньюто
ном, Клеро и Лаплассом. Дальнейшие усилия исследователей 
в области теории фигурьі Земли в 0CH0BH0Mt бьтли направле- 
ньі на устранение некоторьіх существенньїх ’недостатков тео
рии Стокс а. В вопросе исследования упомянутой формульї 
заслуживают особого внимания результати, полученньїе Гіи - 
цетти. Он решил проблему Стокса для поверхности зллип- 
соида, которая в силу известньїх причин принимается за ло- 
верхность отсчета, и вьіполнил оригинальньїе доказательства 
точности, которую обеспечивает формула Стокса [6]. Согласно 
Пнцетти, зта формула определяет фигуру планети с у четом 
мальїх величин порядка расстояния между поверхностями 
уровенного сфероида (зллипорида) и планетьі. Однако, зто 
доказательство, по мнениго Н. К. Мигаля, не вполне убеди- 
тельно [1]-

В настоящей статье рассматривается вопрос об определе- 
нии фигурьі планети с любой степенью точности и доказьі- 
вается, что формула Стокса, а также другие, более общие 
формульї классической теории фигурьі Земли, а именно фор
мули Пицетти и Бровара [4], вполне решают поставленную 
задачу, если известно нормальною поле, соответствующее за- 
данной точности результата. При доказательстве сказанного 
будем исходить из неклассического метода определения фи- 
гури Земли, предложенного и разработанного Н. К- Мигалем 
(1949), в котором отсутствует понятие о нормальном грави- 
тационном поле [І—3].

(встановимся вкратце на формуле, полученной нами в ра- 
боте [5]. Пусть si — определяемая внешняя уровенная поверх- 
ность планети и s — известная поверхность отсчета, h — рас- 
стояние между зтими поверхностями, отсчитьшаемьіе по на
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чиненню внешней нормали п к поверхности s. Предполо- 
что поверхности S1 и s настолько близки между собои 

\ Сфере радиуса а, что при виводе формульї дляк вполне

д о с т а  точно сохранять малие величини порядка Будем

,,ЮКе предполагать, что величини h и отклонение отвеса 
т< еЮГ одинаковьій порядок малости, которьш примем рав- 
іім т. при зтом малой величиной первого порядка будем 

Ицитать отношение отклонения определяемой поверхности Si 
лт сферьт К ее радиусу у. Исходя из формульї Грина для по- 
тенииала сили тяжести и используя сферические функции, а 

также принимая, что
d g ____ 2ff , „

dnl а ~  '

где g — сила тяжести на поверхности si, t  — малая величи

на первого порядка, получим формулу

_ h =  Л - I  J/ [ S M - \ ) d e  +  (А)!, 0 )

определяющую фигуру планети с учетом мальїх величин яі-го 
порядка [5]. Здесь приняти обозначения:

(Л)і =  {х cos /. -г у  sin X) cos ф - I -  z sin «р, ■ ^

(Ч~) — функдия Стокса; *  — злемент поверхности сфери 
одиничного радиуса; №0-значение потендиала сили тяже
сти на поверхности s.; г — расстояние между даннои и теку- 
іцен точками поверхности s\ U — центробежньш потенциал, 
Ф, — астрономические координати исследуемои точки;

x,y, z — координати центра инерции Земли малие величи-

НЬІ т-то порядка. Следовательно, при заданних s,g, W0,x у, z 
формула (1) определяет фигуру sі с учетом величин любого 
порядка малости, которьій обозначен через т . Принимая по
верхность 51, определенную с погрешностью m + 1-го порядт 
ка малости, за отсчетную, можно найти фигуру si с учетом 
величин т  + 1-го порядка малости и т. д. При зтом, конечно, 
І всегда вьічисляется по формуле (2), a (hi) ■ по форму 
Ле (3). Итак, при использовании метода Мигаля никаких



трудностей теоретического характера не возникает при опре-| 
делении фигурьі планета с любой степенью точности. '

Приведем формулу (1) к более простому виду с помощью 
использования понятия о нормальном гравитациояном поле*. 
Предположим, что поверхность отсчета s является уровенноіг 
поверхностью нормального потенциала V. Тогда, при уело-' 
вии, что в формуле (1) Н =  0, имеем 1=0, W0=  V0 и g=y, где 
Y — значение нормальной сильї тяжести на поверхности s. 
При зтом из (2) следует

.4»

S S

Подставляя (4) в (2), наводим

і 2(Г0-У 0) , _1_ —
g  ! 2 v g )  №  Ч) г  ■

s

Для того чтобьг интегрирование по поверхности 5 заме- 
нить интегрированием по поверхности сферьі, необходимо по
ложить, что аномалии сильї тяжести

& g=g-  Т (5)

Поступая так,

(6>

После подстановки (6) в (1) и некоторьіх преобразованпй 
получаем формулу Бровара [4]

-*  = 4  -  1]* + - ^  + (*)„ (7)

определяющую фигуру Земли с учетом величин m-го порядка 
малости. При условиях равенства масс нормальной и реаль- 
ной Земли и (h) і =  0 формула (7) приводится к формуле Пи- 
цетти. Далее, принимая W o = V o ,  получаем формулу Стокса [4].

Итак, формули Стокса, Пицетти и Бровара остаются без 
изменения при определении фигурьі планетьі с любой сте
пенью точности. Однако при применении зтих формул возни-

Приведение формули (1) К виду, удобному ДЛЯ применений без и с 

пользования понятия о нормальном поле, а также ее проверка на молеif  
вьшолненьї в работе [5].

являются мальїми величинами т-го порядка. 
имеем

І  —  —  2(W q~Vq) j  a  f* д
g  1 2T.g J & Гі ’

где

г, =  2 sill '4у.
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ілт трудности теоретического характера, связанньїе с реше 
проблеми Стокса для сложной в математическом отно- 

шении поверхности отсчета S, т. є. при определении вели-

,ИНПриведенное доказательство точности, которую обеспечи- 
япЮТ упомянутьіе формульї классической теории фигурьі Зем- 
,И проверено на модели. В качестве модели бьіли принятьі 
ппвеохности двух сжатьіх зллипсоидов Вращения Еі и Ь. Из 
" шения проблеми Стокса для зллипсоида бьши наиденьї 
a tt”o и т Vo с учетом мальїх величин третьего порядка. ііо- 
Й е подстановки зтих величин в формулу (7) и некоторьіх 
ппеобразований злементьі гравитационного поля исключи- 
лись и полученное вьіражение для h совпало с его геометри- 
ческим значением, полученньм как разность радиусов-векто- 
пов зллипсоидов. Таким же путем бьіли провереньї формульї 
Пицетти и Стокса. При атом, конечно, необходимо било вн- 
поонить известньїе требования, пред-ьявляемне к нормаль

ним полям, фигурирующим в зтих формулах.
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