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Розроблено математичну модель аналізу теплообміну між ізотропною двошаровою пластиною, яка нагрівається

точковим джерелом тепла, зосередженим на поверхнях спряження шарів, і навколишнім середовищем. Для цього з

використанням теорії узагальнених функцій коефіцієнт теплопровідності матеріалів шарів пластини зображено як єдине

ціле для всієї системи. З огляду на це, замість двох рівнянь теплопровідності для кожного із шарів пластини та умов

ідеального теплового контакту, між ними отримано одне рівняння теплопровідності в узагальнених похідних із

сингулярними коефіцієнтами. Для розв'язування крайової задачі теплопровідності, що містить це рівняння та крайові

умови на межових поверхнях пластини, використано інтегральне перетворення Фур'є і внаслідок отримано аналітичний

розв'язок задачі в зображеннях. До цього розв'язку застосовано обернене інтегральне перетворення Фур'є, яке дало змогу

отримати остаточний аналітичний розв'язок вихідної задачі. Отриманий аналітичний розв'язок подано у вигляді

невласного збіжного інтегралу. За методом Сімпсона отримано числові значення цього інтегралу з певною точністю для

заданих значень товщини шарів, просторових координат, питомої потужності точкового джерела тепла, коефіцієнта

теплопровідності конструкційних матеріалів пластини та коефіцієнта тепловіддачі з межових поверхонь пластини. 

Матеріалом першого шару пластини є мідь, а другого – алюміній. Для визначення числових значень температури в

наведеній конструкції, а також аналізу теплообміну між пластиною та навколишнім середовищем, зумовленим різними

температурними режимами завдяки нагріванню пластини точковим джерелом тепла, зосередженим на поверхнях

спряження шарів, розроблено обчислювальні програми. Із використанням цих програм наведено графіки, що

відображають поведінку кривих, побудованих із використанням числових значень розподілу температури залежно від

просторових координат. Отримані числові значення температури свідчать про відповідність розробленої математичної

моделі аналізу теплообміну між двошаровою пластиною з точковим джерелом тепла, зосередженим на поверхнях

спряження шарів і навколишнім середовищем, реальному фізичному процесу. Програмні засоби також дають змогу

аналізувати такого роду неоднорідні середовища щодо їх термостійкості під час нагрівання. Як наслідок, стає можливим

її підвищити і захистити від перегрівання, яке може спричинити руйнування не тільки окремих елементів, а й всієї

конструкції. 

Ключові слова: теплообмін; ізотропна двошарова пластина; теплопровідність; температурне поле; теплоізольована

поверхня; ідеальний тепловий контакт. 
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Особливого значення для виробництва пристроїв су-

часної техніки набувають композитні матеріали, серед

яких важливе місце посідають кусково-однорідні струк-

тури (шаруваті структури, однорідні та шаруваті струк-

тури з чужорідними включеннями), які широко застосо-

вують в цифрових технологіях, зокрема в сучасних

смартфонах. Виробники таких пристроїв концентрують

увагу на збільшенні швидкодії процесорів і тривалості

роботи акумуляторів, створенні бездротових джерел за-

рядження, поліпшенні роботи моніторів, а також осна-

щенні їх різними функціями. Великі компанії впрова-

джують бездротове зарядження акумуляторів, відмов-

ляються від кабелів і пропонують зарядження різними

станціями. У перспективі можуть появитись безрамкові

смартфони, завдяки чому вдасться збільшити розміри

екрану та повноту подання інформації. У подальшому

спостерігається тенденція перетворення гаджетів, які

нині і так виконують функції фотокамери, платіжного

пристрою і т.і., у джерело збирання медичної інформа-

ції. Проектування та розроблення таких пристроїв, ок-

ремі елементи та вузли яких є кусково-однорідної

структури, що часто функціонують в умовах інтенсив-

ного нагрівання чи охолодження, полягає не тільки в

розширенні можливостей і покращенні їхніх парамет-

рів, але й у забезпеченні їхньої стабільної роботи, висо-

кої надійності та теплової стійкості. Із ростом потуж-

ностей та інтеграції таких пристроїв ускладнюється

проблема термостійкості до теплових навантажень їх

конструкцій, які частково або цілком виходять із ладу

внаслідок теплових перевантажень. 

Об'єкт дослідження – теплообмін в шаруватих сере-

довищах із локальним нагріванням. 

Предмет дослідження – лінійні та нелінійних мате-

матичні моделі процесу теплообміну та методи визна-

чення аналітичних розв'язків відповідних крайових за-

дач для шаруватих середовищ. 

Мета роботи – розроблення математичної моделі

теплообміну для двошарової пластини, що нагрівається

внутрішнім точковим джерелом тепла, зосередженим

на поверхні спряження шарів, яка дає змогу підвищити

точність визначення температурного поля, що у подаль-

шому вплине на ефективність методів проектування

пристроїв цифрових технологій. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-

новні завдання дослідження: 

● проаналізувати основні літературні джерела у напрямку

розроблення математичних моделей теплообміну; 
● навести об'єкт дослідження та розробити його матема-

тичну модель; 
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● отримати аналітичний розв'язок крайової задачі теплоп-

ровідності; 
● розробити алгоритм та програмні засоби його числової

реалізації для аналізу теплообміну між шаруватою плас-

тиною та навколишнім середовищем. 

Наукова новизна отриманих результатів дослі-

дження – наведено спосіб лінеаризації нелінійного рів-

няння теплопровідності та крайових умов, що дало змо-

гу в замкнутому вигляді отримати аналітичні розв'язки

лінійної та нелінійної крайових задач теплопровідності

для шаруватого середовища з локальним нагріванням.

Практична значущість результатів дослідження – 

отримані аналітичні розв'язки лінійної та нелінійної

крайових задач теплопровідності для шаруватого сере-

довища з локальним нагріванням дають змогу розроб-

ляти алгоритми та програмні засоби їхньої числової ре-

алізації для аналізу теплообміну у окремих конструк-

ційних елементах та вузлах цифрових пристроїв з ме-

тою прогнозування їхніх режимів роботи, ідентифіку-

вання невідомих параметрів та підвищення термос-

тійкості, що збільшує їх термін експлуатації.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Визна-

чення температурних режимів як в однорідних, так і в

неоднорідних конструкціях привертає увагу багатьох

дослідників [1], [9], [10], [12], [13], [15]. 

У роботі [14] досліджено теплообмін у шаруватій

пластині зі складниками різної прозорості, з'єднаними

тонким проміжним шаром за теплового опромінення з

боку частково прозорого шару. За допомогою ефектив-

ного коефіцієнта відбивання на поверхні контакту отри-

мано наближені співвідношення для визначення поля

випромінювання в основному частково прозорому шарі. 

Виконано зовнішній асимптотичний розклад розв'яз-

ку нестаціонарної задачі теплопровідності для шарува-

тої анізотропної пластини з крайовими умовами друго-

го роду на лицьових поверхнях. Проаналізовано отри-

мані двовимірні диференціальні рівняння та досліджено

асимптотичні властивості розв'язків задачі. Отримано

оцінки точності, з якою розподіл температури поза ме-

жовим шаром пластини вважають кусково-лінійною

або кусково-квадратичною функцією за товщиною [8]. 

У працях [2], [3], [4] удосконалено наявні та розроблено

нові підходи до створення математичних моделей ана-

лізу теплообміну між кусково-однорідними конструкці-

ями та навколишнім середовищем і методів розв'язу-

вання лінійних і нелінійних крайових задач для куско-

во-однорідних середовищ. Розглянуто дво- та тривимір-

ні моделі, що містять рівняння, коефіцієнти яких є фун-

кціями теплофізичних властивостей фаз і геометричної

структури. Наведено методи визначення аналітичних та

аналітично-числових розв'язків крайових задач теплоп-

ровідності. Досліджено та проаналізовано теплообмінні

процеси в однорідних та шаруватих конструкціях із чу-

жорідними включеннями канонічної форми. У роботах

[6], [11] наведено загальні рівняння теплопровідності

для неоднорідних середовищ. 

Огляд основних літературних джерел показав, що

малодослідженими та не розробленими залишилися мо-

делі, які б враховували кусково-однорідну структуру

конструкцій, які функціонують у режимі інтенсивних

температурних збурень, зумовлених локально зосере-

дженими джерелами тепла. Це приводить до розроблен-

ня математичних моделей аналізу теплообмінних про-

цесів у елементах складних електронних і електромеха-

нічних систем, які геометрично описують шаруватими

середовищами. Результати досліджень теплообміну в

таких конструкціях використовують надалі для проек-

тування наведених систем щодо їх термостійкості. 
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1. Математична модель. Розглянемо ізотропну

відносно теплофізичних параметрів двошарову пласти-

ну товщиною 2δ з теплоізольованими лицевими повер-

хнями z δ= , яка складається із двох різнорідних ша-

рів, що відрізняються геометричними (шириною) та

теплофізичними (коефіцієнтом теплопровідноcті) пара-

метрами, віднесену до декартової прямокутної системи

координат ( , , )x y z . Початок її, де зосереджено точкове

джерело тепла з потужністю
0 ,q const= вибрано на по-

верхні спряження шарів { }0 ( ,0, ) : ,K x z x z δ= < ∞ ≤ , на

якій існує ідеальний тепловий контакт
1 2( , ) ( , )t x y t x y= , 

1 2
1 2

( , ) ( , )
λ λ

t x y t x y

y y

∂ ∂
=

∂ ∂
для 0y =  (1, 2 – для першого та

другого шарів пластини відповідно). На межових по-

верхнях { }1 1( , , ) : ,K x y z x z δ= − < ∞ ≤ та

{ }2 2( , , ) : ,K x y z x z δ= < ∞ ≤ пластини задано умови кон-

вективного теплообміну з навколишнім середовищем

згідно зі законом Ньютона (рис. 1). 

Рис. 1. Переріз ізотропної пластини з тепловіддачею площи-

ною z=0 

У наведеній структурі потрібно визначити розподіл

температури ( , )t x y за просторовими координатами, 

який отримуємо, розв'язавши рівняння теплопровіднос-

ті [6], [11] 
2

02
λ( ) [λ( ) ] ( , )

t t
y y q x y

x y y
δ

∂ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
 (1) 

з крайовими умовами

| cx
t t

→∞
= , 

1 2

1 1 2 2 ( ), ( )c c

y y y y

t t

y
t

y
t t tλ α λ α

=− =

∂ ∂

∂ ∂
− −== − , (2) 

де: λ( )y  – коефіцієнт теплопровідності неоднорідної

пластини, 

1 2 1λ( ) λ (λ λ ) ( )y S y+= + − , (3)

1λ і
2λ  – коефіцієнти теплопровідності матеріалів 1-го

та 2-го шарів пластини відповідно; 
ct  – температура

навколишнього середовища; 
1α і

2α  – коефіцієнти теп-

ловіддачі з поверхонь
1K і

2K відповідно; ( )ζS+  – аси-

метрична одинична функція [7], визначають з такого

виразу
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( )
1, ζ > 0,

ζ
0, ζ 0;

S+


= 

≤

(ζ)
(ζ)

ζ

dS

d
δ =  – дельта-функція Дірака; ( )ζS  – симетрич-

на одинична функція, визначають з такого виразу

( )
1, ζ > 0,

ζ 0,5, ζ = 0,

0, ζ 0.

S




= 
 <

Введемо таку функцію

( , ) λ( ) ( , )T x y y x yθ=  (4) 

і продиференціюємо її за змінними x та y з урахуванням

виразу для коефіцієнта теплопровідності λ( )y  (3). Внас-

лідок цього отримаємо

2 1 0
λ( ) (λ λ ) ( )

y

T
y y

y y

θ
θ δ+=

∂ ∂
= − −

∂ ∂
; λ( )

T
y

x x

θ∂ ∂
=

∂ ∂
, (5) 

де: ( , ) ( , )  cx y t x y tθ = −  – збиткова температура; 

(ζ)
(ζ)

ζ

dS

d
δ +

+ =  – асиметрична дельта-функція Дірака [7]. 

Підставивши вирази (5) у співвідношення (1), одер-

жимо диференціальне рівняння з частковими похідни-

ми із сингулярними коефіцієнтами

2 1 00
(λ λ ) ( ) ( , )

y
x yT y qθ δ δ+=

∆ ′− − = − , (6) 

де ∆  – оператор Лапласа в декартовій прямокутній сис-

темі координат, 
2 2

2 2x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
. 

Отже, шукане температурне поле в наведеній систе-

мі цілком визначається рівнянням (6) із крайовими умо-

вами (2). 

2. Аналітичний розв'язок. Застосувавши інтеграль-

не перетворення Фур'є за координатою x до рівняння

(6) і крайових умов (2) з урахуванням співвідношення

(4), приходимо до звичайного диференціального рів-

няння зі сталими коефіцієнтами
2

2 0
2 1 02

ξ (λ λ ) ( ) ( )
2

y

d T q
T y y

dy
θ δ δ

π
= +

′− = − −  (7) 

з крайовими умовами

1

1

1

1

y y

y y

dT
T

dy

α

λ =−

=−

= , 
2

2

2

2

y y

y y

dT

dy
T

α

λ
=

== − , (8) 

де: ( )T y  – трансформанта функції T(x,y), визначають за

формулою ξ1
( )   ( , ) ξ

2

i xT y e T x y d
π

∞

−∞

= ∫ ; ξ  – параметр інтег-

рального перетворення Фур'є, 2 1i =− . 

Загальний розв'язок рівняння (7) знайдемо за допо-

могою методу варіації сталих у такому вигляді
ξ ξ

1 2 2 1 0

0

( ) (λ λ ) ( )

( ),
2

y y

yT y c e c e ch yS y

q
sh yS y

θ ξ

ξ
ξ π

−
= += + + − −

−
 (9) 

де
1 2,c c  – сталі інтегрування. 

Величину 0yθ = визначаємо з виразу (9) у такому

вигляді

1 2
0

1

y

c c
θ

λ=

+
= . 

Використавши крайові умови (8) для визначення

сталих інтегрування, отримаємо розв'язок задачі (7), (8), 

а саме: 

( )0
1 2 3

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ξ 2

q
T y T y T y T y sh yS y

D
ξ

π

 
= + − 

 
, (10) 

1
1 1 1

1

( ) ( ) ( )T y ch y y sh y y
α

ξ ξ
λ ξ

= + + + ; 

1
2 1 1

1

( ) ( 1) ( ))T y K ch y sh y ch yS yλ

α
ξ ξ ξ

λ ξ +

 
= − + 

 
; 

2
3 2 2

2

( )T y ch y sh y
α

ξ ξ
λ ξ

= + ; 

4 1 1
( ) ( ) ( 1) ( )T y ch y y K ch y ch yS yλξ ξ ξ += + + − ; 

1 2
1 1 2 2 1

1 2

( 1)D K ch y sh y sh y ch y Dλ

α α
ξ ξ ξ ξ

λ ξ λ ξ

  
= − + + +  

  
; 

1 2 1 2
1 1 2 1 22

1 2 1 2

1
1 ( ) ( )D sh y y ch y y

α α α α
ξ ξ

λ λ ξ ξ λ λ

   
= + + + + +   
   

; 

2 1 2 2 1( ) ( 1)D sh y y K sh y ch yλξ ξ ξ= + + − , 

де: 
2 1/Kλ λ λ=  – коефіцієнт, який характеризує відносну

теплопровідність пластини. 

Застосувавши обернене інтегральне перетворення

Фур'є до співвідношення (10), одержимо розв'язок зада-

чі (1), (2) у такому вигляді

( )0
1 2 3

0

cosξ 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ξ ( ) ξ

ξ

q x
T x y T y T y T y sh yS y d

π

∞
 

= + − ∆ 
∫ .(11) 

Отже, шукане температурне поле у двошаровій плас-

тині, зумовлене зосередженим на поверхнях спряження

шарів пластини точковим джерелом тепла, виражено

формулою (11), з якої отримуємо значення температури

в довільний точці наведеної конструкції. 

У частковому випадку для крайових умов другого роду

| cx
t t→∞ = , 

1 2

0
y y y y

t t

y y
=− =

=
∂

∂ ∂
=

∂
 (12) 

розв'язок задачі (1), (12) визначимо у вигляді співвідно-

шення

0 2
4

20

cosξ ξ
( , ) ( ) ξ ( ) ξ

ξ

q x ch y
T x y T y sh yS y d

Dπ

∞  
= − 

 
∫ . (13) 

3. Нелінійна математична модель. Розглянемо ви-

падок, коли двошарова пластина є термочутливою (теп-

лофізичні параметри залежать від температури). Рів-

няння теплопровідності і крайові умови запишемо у

вигляді [6], [11] 
2

02
λ( , ) [λ( , ) ] ( , )

t t
t y t y q x y

x y y
δ

∂ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂
, (14) 

1 2

( , ) ( , )
( , ) 0, 0

x y y y y

t x y t x y
t x y

y y→∞ =− =

∂ ∂
= = =

∂ ∂
. (15) 

Введемо лінеаризуючу функцію
( , ) ( , )

1 2 1

0 ( ,0)

( , ) ( ) ( ) [( ( ) ( )]

t x y t x y

t x

x y d S y dϑ λ ζ ζ λ ζ λ ζ ζ−= + −∫ ∫ , (16) 

продиференціювавши яку за змінними x та y, отри-

маємо: 

[ ]2 1

0

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

( , ) ( , )
( ), ( , ) .

y

t x y x y t x y
t y t t

x x x

t x y x y
S y t y

y y

ϑ
λ λ λ

ϑ
λ

=

−

∂ ∂ ∂ 
= + − 

∂ ∂ ∂ 

∂ ∂
⋅ =

∂ ∂

 (17) 
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Із урахуванням виразів (17) вихідне рівняння (14) 

прийме такий вигляд: 

( )2 1 1 1 0

0

( ) ( ) ( ) ( , )
j j

y

t
S y t t q x y

x x
ϑ λ λ δ− + +

=

 ∂ ∂  
∆ + − = −  ∂ ∂   

. (18) 

Крайові умови з урахуванням співвідношення (16) 

запишемо так: 

1 2

( , ) ( , )
( , ) 0, 0

x y y y y

x y x y
x y

y y

ϑ ϑ
ϑ

→∞ =− =

∂ ∂
= = =

∂ ∂
. (19) 

Лінеаризуча функція (16) дала змогу звести нелі-

нійне рівняння теплопровідності (14) до частково ліне-

аризованого рівняння (18) із розривними коефіцієнтами

та повністю лінеаризованими крайовими умовами (19). 

4. Аналітично-числовий розв'язок. Апроксимуємо

функцію t(x,0) виразом
1

1 1

1

( ,0) ( ) ( )
n

j j j

j

t x t t t S x x
−

+ −
=

= + − −∑ , (20) 

де: *є ]jx x− ; 
*[x ; 

1 2 1... nx x x −≤ ≤ ; n – кількість розбиттів

інтервалу
* ] x− ; 

*[x ; ( 1, )jt j n=  – невідомі апроксиму-

ючі значення температури; 
*x  – значення координати x, 

в якій температура практично дорівнює нулеві (визна-

чають із відповідної лінійної крайової задачі) (рис. 2). 

Рис. 2. Апроксимація функції t(x,0) 

Підставивши вираз (20) у співвідношення (18), отри-

маємо лінійне диференціальне рівняння в часткових по-

хідних відносно лінеаризуючої функції ϑ (x, y) 
1

1 1 0

1

1 2 1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ( , ),

( ) ( ) ( ).

n

j j j j

j

j j j

S y t t t x x q x y

t t t

ϑ λ δ δ

λ λ λ

−

− + − −
=

+ + +

′∆ = − ∆ − − −

∆ = −

∑
. (21) 

Застосувавши інтегральне перетворення Фур'є за ко-

ординатою x до рівняння (21) та крайових умов (19), от-

римаємо звичайне диференціальне рівняння зі сталими

коефіцієнтами
2 1

2

1 1 02
1

1
( ) ( )( ) ( )

2

j

n
i x

j j j

j

d
i S y t t t e q y

dy

ξϑ
ξ ϑ ξ λ δ

π

−

− + +
=

  
− = ∆ − − 

  
∑ (22) 

та крайові умови

1 2

( ) ( )
0

y y y y

d y d y

dy dy

ϑ ϑ

=− =

= =  (23) 

де
1

( ) ( , )
2

i xy e x y dxξϑ ϑ
π

∞

−∞

= ∫  – трансформанта функції

( , )x yϑ . 

Розв'язавши задачу (22) і (23), а також після цього

застосувавши обернене інтегральне перетворення Фур'є

до її розв'язку, отримаємо вираз для функції

( )

( ) ( )

1
2

1 20

1

1 2 1 1 1

1

1
0 2

1 2

1 1 ( )
( , ) 1 ( )

( )

sin ( ) ( ) ( )

( )
cos ( ) .

( )

n

j j j j j

j

ch y y
x y sh y ch y S y

sh y y

x x t t t t

ch y y
q x ch y sh yS y d

sh y y

ξ
ϑ ξ ξ

π ξ ξ

ξ λ λ

ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

∞

−

+ + +
=

 +
= − − − × 

+ 

 × − − − − 

 + 
− −  

+  

∫

∑  (24) 

Підставивши співвідношення температурної залеж-

ності коефіцієнта теплопровідності матеріалів для кож-

ного зі шарів пластини у вирази (16), (24), після деяких

перетворень отримаємо систему нелінійних рівнянь для

визначення невідомих апроксимуючих значень темпе-

ратури ( 1, )jt j n= . tα±h, tα−, tα+α=1,p. Шукане темпе-

ратурне поле для наведеної структури визначаємо за

допомогою отриманого нелінійного рівняння з вико-

ристанням співвідношень (16), (24), після підстановки в

них конкретних виразів залежності коефіцієнта теплоп-

ровідності конструкційних матеріалів від температури. 

5. Частковий приклад залежності коефіцієнта

теплопровідності від температури. Для розв'язуван-

ня багатьох практичних задач використовують таку за-

лежність коефіцієнта теплопровідності від температури

[6], [11]: 
0 (1 )

s s s
k tλ λ= − , (25) 

де 0

s
λ , 

sk – опорний і температурний коефіцієнти теп-

лопровідності матеріалів шарів пластини (s=1,2). Із ви-

разів (16), (24) отримуємо формули для визначення тем-

ператури t(x, y) в областях

першого 1 1{( , ) : , 0}x y x y yΩ = < ∞ − ≤ < –  

1

0

1 1

1
( , ) 1 1 2 ( , )

k
t x y x y

k
ϑ

λ

 
= − −  

 
 (26) 

та другого 2 2{( , ) : ,0 }x y x y yΩ = < ∞ ≤ ≤  –  

2
10

2 2

1
( , ) 1 1 2 ( ( , ) )

k
t x y x y

k
ϑ ϑ

λ

 
= − − +  

 
 (27) 

шарів пластини, де

0 02 1
1 2 1

0

1 1
2 2 y

k k
t t tϑ λ λ

=

      
= − − −     

      
. 

Значення температури t(x,0) визначаємо за форму-

лою (26). Формули (26), (27) повністю описують темпе-

ратурне поле в термочутливій двошаровій пластині. 

Виконано числовий аналіз температури ( , )x yθ у дво-

шаровій пластині для таких вихідних даних: матеріали

пластини – мідь (
1λ =395 вт/(м·град) за температури t=20°С) 

для першого шару та алюміній (
2λ =207 вт/(м·град) за

температури t=27°С) для другого [5]; 
1 2 1y y= = м; 

0 200q = вт. 

У випадку нелінійної моделі для наведених матері-

алів в інтервалі температур [27°С; 927°С] співвідно-

шення залежності коефіцієнта теплопровідності від

температури мають вигляд

1

2

W
( ) 381,62 1 0,00021 ,

Km K

W
( ) 211,25 1 0,00076 ,

Km K

t
t

t
t

λ

λ

 
= − 

 

 
= − 

 

що є частковим випадком співвідношення (25). Числові

обчислення виконано з точністю 610ε −= . 
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Обговорення результатів дослідження. Проілюс-

тровано (рис. 3,а) зміну температури ( , )x yθ залежно

від просторової координати y для x=–2 та заданих зна-

чень коефіцієнта тепловіддачі. Із поведінки кривих вид-

но, що температура, як функція координати y, монотон-

но зростає у першому шарі пластини і досягає макси-

мальне значення в точці (0; 0), в якій зосереджено точ-

кове джерело тепла, а в другому шарі пластини вона

монотонно спадає. Найменші значення у цьому випадку

температура досягає на межових поверхнях K1, K2 плас-

тини. Як видно із графіків, коефіцієнти тепловіддачі

значно впливають на розподіл температури, причому

вона є вищою у першому шарі, оскільки матеріалом

цього шару є мідь і коефіцієнт теплопровідності є біль-

шим від коефіцієнта теплопровідності для другого ша-

ру, матеріалом якого є алюміній. 

Рис. 3. Залежність температури ( , )x yθ від (вт/(м2
·град)): а) 

координати y для x = 0 та заданих значень коефіцієнта

тепловіддачі: крива 1 – 
1 2 17,64α α= = ; крива 2 –

1 2 15,74α α= = ; крива 3 – 
1 2 13,59α α= =  ; б) координати

x для
1 2 16,92α α= = та заданих значень координати y

На рис. 3,б зображено зміну температури ( , )x yθ за-

лежно від просторової координати x та заданих значень

просторової координати y. Із поведінки кривих видно, 

що температура, як функція координати x, є достатньо

гладкою та монотонною функцією і досягає максималь-

ного значення в точці (0; 0). У разі збільшення за абсо-

лютною величиною значень просторової координати x 

температура знижується, що свідчить про адекватність

математичної моделі реальному фізичному процесу. 

На рис. 4,а зображено зміну температури ( , )t x y за-

лежно від просторової координати x для значень коор-

динати y=0 та y=0,5. Із поведінки кривих видно, що

температура як функція координати x є достатньо глад-

кою та монотонною функцією і досягає максимальні

значення в точках (0; 0), (0; 0,5). 

Рис. 4. Залежність температури t(x, y) від: а) координати x 

для заданих значень координати y; б) координати y для

заданих значень координати x

Проілюстровано (рис. 4,б) зміну температури ( , )t x y

залежно від просторової координати y для значень ко-

ординати x=0 та x=2. Із поведінки кривих видно, що

температура як функція координати y при x=0 монотон-

но зростає у першому шарі пластини і досягає макси-

мальне значення в точці (0;0), в якій зосереджено точ-

кове джерело тепла, а в другому шарі пластини вона

монотонно спадає. Найменші значення у цьому випадку

температура досягає на межових поверхнях K1, K2 плас-

тини. На відміну від попереднього випадку (див. 

рис. 3,б) функція температури при x=2 приймає міні-

мальне значення в точці (2; 0) і монотонно зростає, до-

сягнувши найбільших значень на межових поверхнях

пластини. 

���������

Із використанням узагальнених функцій та інтег-

рального перетворення Фур'є для двошарової пластини

з точковим джерелом тепла та тепловіддачею побудова-

но аналітичний розв'язок крайової задачі теплопровід-

ності, диференціальне рівняння якої містить розривні та

сингулярні коефіцієнти. Цей розв'язок подано у вигляді

невласного збіжного інтегралу. Із його використанням

розроблено алгоритм і розрахункову програму для виз-

начення температурного поля в довільній точці двоша-

рової пластини з точковим джерелом тепла, зосередже-

ним на поверхні спряження шарів. На цій основі отри-

мано числові значення температурного поля, із вико-

ристанням яких побудовано графіки, де зображено кри-

ві, які відображають поведінку температури залежно

від просторових координат та значень коефіцієнта теп-
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ловіддачі з межових поверхонь пластини. Це дає змогу

аналізувати теплообмін у неоднорідних шаруватих се-

редовищах щодо їх термостійкості під час нагрівання та

захистити їх від перегрівання, яке може спричинити

руйнування не тільки окремих елементів, а й всієї

конструкції. 

У частковому випадку, для крайових умов другого

роду числовий аналіз свідчить, що результати, отримані

для лінійної моделі за формулою (13) і для нелінійної за

формулами (26), (27) відрізняються на 7 %. 
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A mathematical model of heat exchange analysis between an isotropic two-layer plate heated ba point heat source 

concentrated on the conjugation surfaces of layers and the environment has been developed. To do this, using the theory of 

generalized functions, the coefficient of thermal conductivity of the materials of the plate layers is shown as a whole for the 

wholesystem.Given this, instead of two equations of thermal conductivity for each of the plate layers and the conditions of ideal 

thermal contact, one equation of thermal conductivity ingeneralized derivatives with singular coefficients is obtained between 

them. To solve the boundary value problem of thermal conductivity containing this equation and boundary conditions on the 

boundary surfaces of the plate, the integral Fourier transform was used and as a result an analytical solution of the problem in 

images was obtained. An inverse integral Fourier transform was applied to this solution, which made it possible to obtain the 

final analytical solution of the original problem. The obtained analytical solution is presented in the form of an improper 

convergent integral. According to Simpsons method, numerical values of this integral are obtained with a certain accuracy for 

given values of layer thickness, spatial coordinates, specific power of a point heat source, thermal conductivity of structural 

materials of the plate and heat transfer coefficient from the boundary surfaces of the plate. The material of the first layer of the 

plate is copper, and the second is aluminum. Computational programs have been developed to determine the numerical values of 

temperature in the given structure, as well as to analyze the heat exchange between the plate and the environment due to different 

temperature regimes due to heating the plate by a point heat source concentrated on the conjugation surfaces. Using these 

programs, graphs are shown that show the behavior of curves constructed using numerical values of the temperature distribution 

depending on the spatial coordinates. The obtained numerical values of temperature indicate the correspondence of the developed 

mathematical model of heat exchange analysis between a two-layer plate with a point heatsource focused on the conjugation 

surfaces of the layersand the environment, the real physical process. 

Keywords: heat exchange; isotropic two-layer plate; thermal conductivity; temperature field; heat-insulated surface; perfect 

thermal contact. 
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