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Мета. Розроблення аналітичної моделі та дослідження переміщення частинки по поверхні конусного 
дискового ротаційного дозатора-змішувача сипких матеріалів. Методика. На частинку, яка розміщена на 
конусному диску, діє сила тяжіння, направлена вертикально вниз, сила тиску вертикальної складової сипкого 
компоненту. Сила нормальної реакції поверхні конусного диску направлена перпендикулярно до твірної 
конуса диска-дозатора в заданій точці де розміщена матеріальна частинка. Систему координат декартова. Вісь 
х напрямлена по твірній від вершини, вісь y перпендикулярна до осі х і z й напрямлена в сторону обертання 
диска, а вісь z напрямлена вертикально вверх. Вектор відцентрової сили напрямлений вздовж радіуса. Сила 
Кориоліса напрямлена по дотичній перпендикулярно до осі x в протилежну сторону до напрямку обертання 
диска. Сила тертя, як результуючий вектор сили, напрямлений в протилежний напрям від напрямку 
переміщення частинки по диску що зумовлено відцентровою силою. Сила тертя частинки об поверхню диску 
розкладається на нормальну і радіальну проекції. Розглядаючи елементарну частинку, як матеріальну точку, 
диференціальне рівняння руху в векторній формі. Проектуючи векторну рівність на осі X, Y, отримано 
систему диференціальних рівнянь руху частинки. Для розв’язку диференціальних рівнянь використано 
числовий метод розв’язку Рунге-Кутта за домогою функції rkfixed в середовищі MathCad. Результати. 
Швидкість і траєкторія переміщення частинки сипкого матеріалу залежить від кута твірної конусного диску і 
частоти його обертання. Із збільшення кута твірної конуса зменшується тривалість переміщення частинки по 
поверхні конуса й віддаль переміщення. Плавність переміщення  визначається кутом між векторами 
швидкостей vx і vy.  Плавність зміни напрямку вектора результуючої швидкості уможливлює підвищення 
точності дозування матеріалу і збільшує дискретність. Наукова новизна. Вперше отримано систему 
диференціальних рівнянь руху матеріальної частинки по конусному диску-дозаторі відцентрового типу, що 
враховують розподіл сил тертя частинки об поверхню диску на нормальну і радіальну проекції, та їх 
розв’язок  числовим методом Рунге-Кутта. Практична цінність. Система диференціальних рівнянь та 
алгоритм їх розв’язку  уможливлює моделювання контрукційно-технологічних параметрів відцентрового 
конусного дискового дозатора сипких матеріалів. 
Ключові слова: дозатор дисковий, метод Рунге-Кутта, відцентрова сила, сила Кориоліса, вектор швидкості, 
система диференціальних рівнянь.   
 

Вступ 
Проектування робочих елементів технологічного обладнання, зокрема  дискового   дозатора-

змішувача неможливо без визначення кінематичних параметрів переміщення матеріалу на поверхні  
робочого органу. У випадку дискового дозатора-змішувача для переміщення матеріалу необхідно 
визначити траєкторію руху окремої частинки сипкого матеріалу, параметрів взаємодії з рухомою 
поверхнею, що є важливою прикладною задачею і уможливлює на етапі проектування забезпечити 
високу точність дозування й однорідність процесу змішування. Тому розроблення аналітичної 
моделі  переміщення частинки матеріалу на поверхні дозуючого диску є актуальним. 

 
Аналіз останніх досліджень 

Відцентрові дискові дозатори набули широкого використання у різних галузях виробництва і 
технологіях застосування [1-6]. Зокрема, досліджено рух частинок у вигляді зернини як по дисковій 
шороховатій поверхні [7] так і з використанням лопаток [8]. 

При виведенні залежностей не враховано навантаження на частинку від додаткового 
матеріалу в завантажувальному бункері. При русі частинки по поверхні з прокручуванням, широко 
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використовується модель сфери. В роботі [9] приведено рішення задачі руху сфери по довільній 
траєкторії. Ударна взаємодія сферичних частинок з робочими поверхнями машин розглянуто в 
роботах [10; 11]. Зокрема дослідниками розроблені аналітичні залежності на основі схеми дії сил на 
частинку для визначення відносної швидкості її руху вздовж лопатки і обґрунтування  основних 
конструкційно-технологічних параметрів робочого органу [12; 13]. Проведені дослідження руху 
частинки сипкого матеріалу по поверхні ротаційного конуса [14-20]. 

Однак ряд питань обґрунтування параметрів руху матеріалу по конусних ротаційних 
поверхнях  залишились не дослідженими, не обґрунтовано радіус диску від кута конуса, частоти 
обертання і енергетичні показники  дозування матеріалу, невстановлені оптимальні конструкційно-
кінематичні параметри конусного дозуючого диска в залежності від технологічних факторів. 

Тому розроблення аналітичної моделі руху частинки матеріалу по конусному диску в 
залежності від кінематичних характеристик процесу дозування і характеристик дозуючого 
матеріалу є актуальним для розрахунку і проектування робочих органів даного типу. 

 
Мета 

Розроблення аналітичної моделі та дослідження переміщення частинки по поверхні 
конусного дискового ротаційного дозатора-змішувача сипких матеріалів. 

 
Постановка задачі 

Для дозування сипких матеріалів з одночасним наданням їм кінетичної енергії використаємо 
конусний диск, який обертаючись, створює відцентрову силу, що регулюється частою обертання  
диску. Просторова схема дії сил на матеріальну частинку, яка рухається по диску, наведена рис. 1.  

 
Рис.1. Просторова схема дії сил на матеріальну частинку, яка рухається по поверхні відцентрового 

конусного дискового дозатора 
Fig. 1. Spatial scheme of action of forces on a material particle moving on the surface of a centrifugal cone disk 

dispenser 
 
На частинку діє сила тяжіння G = m · g, направлена вертикально вниз, сила тиску 

вертикальної складової сипкого компоненту P = ρk1·Vk1·g. Сила нормальної реакції поверхні 
конусного диску направлена перпендикулярно до твірної і відповідно буде становити 
N = m · g ·cos(α), де α – кут між основою і твірною конуса диска.  

Систему координат такою, що вісь х напрямлена по твірній від вершини, вісь y 
перпендикулярна до осі х і z й напрямлена в сторону обертання диска, а вісь z напрямлена 
вертикально вверх. Вектор відцентрової сили напрямлений вздовж радіусу ri і становить 
FЦ = m·ω2·ri. Сила Кориоліса напрямлена по дотичній перпендикулярно до осі x в протилежну 
сторону до напрямку обертання диска, . Сила тертя, як результуючий вектор 
сили, напрямлений в протилежний напрям від напрямку переміщення частинки по диску що 
зумовлено відцентровою силою, FT = fз · N. Відповідно, у наведених залежностях: ω – кутова 
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швидкість конусного диска, рад/с; rі – радіус від осі обертання до частинки, rі = x · cos(α), м; ρk1 – 
густина сипукого матеріалу, що рухається по конусу диска, кг/м3; Vk1 – об'єм матеріалу над 
частинкою, що рухається по конусу диска, м3; g – пришвидшення вільного падіння, м/с2; fЗ – 
зовнішній коефіцієнт тертя ковзання між частинкою сипкого матеріалу і поверхнею конусного 
диска; x& – швидкість переміщення частики по осі x, м/с; m – маса матеріальної частинки, кг. 

Розглядаючи елементарну частинку, як матеріальну точку, диференціальне рівняння руху в 
векторній формі буде мати вигляд: 

KOPЦT FPNFFGam
rrrrrrr

+++++=× ,    (1) 

 
Модель переміщення частинки по відцентровому конічному диску 

Проектуючи векторну рівність (1) на осі X, Y, одержимо систему диференціальних рівнянь 
руху частинки у наступному вигляді: 
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Перепишимо систему диференціальних рівнянь (2), врахувавши складові сил через їх вирази. 
Сила тертя частинки об поверхню диску розкладається на нормальну і радіальну проекції. Проекції 
сили тертя на осі Х і Y будуть відповідно становити : 

22 yx
xFF ТTx &&
&
+

×= ,     
22 yx

yFF ТTy &&
&
+

×=
.    (3) 

Знаючи діаметр бункера та зазор між поверхнею диску і торцем бункера, запишемо 
залежність для визначення подачі: 

up ××××= 02 hRQ ,     (4) 

де R – радіус нижньої кромки бункера компонента, м; 
     h0 – зазор між торцем бункера і поверхнею конусного диска, м. 

Враховуючи радіальну швидкість, подачу дозатора можна визначити за залежністю:  
xhxQ &×××××= pa 2cos ,     (5) 

де h – товщина шару сипкого матеріалу над конусним диском, м. 
Прирівнявши залежності (4) і (5) визначимо товщину шару сипкого матеріалу 
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Враховуючи вираз абсолютної швидкості 22 yx && +=u , залежність (6) буде мати вигляд 
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Рівняння руху частинки по осях X і Y набудуть вигляду: 
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Врахуємо, що маса визначається як m = ρki·h0·π·R2, рівняння (8) і (9) набудуть вигляду: 



Автоматизація виробничих процесів у машинобудуванні та приладобудуванні. Вип. 55. 2021 

 

46 

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

×××+
+

×××+××-=

××-
+

×××-
+

×
×
×

×+×+××=

x
y

x
Rgf

yx
ygfx

dt
yd

x
Rfg

yx
xgf

x
yx

x
Rggx

dt
xd

ЗЗ

ЗЗ

&
&

&&

&
&

&&

&
&

&&

222

2

22

22
22

2

2

cos2

cos
cos
sinsincos

aw

a
a
a

aaw
.   (10) 

Дана система рівнянь (10) розв’язується числовим методом.  
 

Результати досліджень та їх обговорення 
 Вихідними параметрами є конструкційні розміри диска: радіус конусного диска R = 0,05 м; 

радіус від вісі до початку переміщення частинки r0 = 0,005 м; кут твірної конуса α = π·θ/180, де 
θ = 0, 10, 20 – кут твірної конуса в град.; прискорення вільного падіння g = 9,81 м/с2; кутова 
швидкість обертання конусного диска w = 39…64 рад/с.  
Розв’язок системи рівнянь (10) проведено за допомогою функції rkfixed(X, t1, t2, Npoint, D), 

аргументами якої є: X – вектор початкових умов; t1 і t2 – відповідно початкове і кінцеве значення 
змінної системи диференціальних рівнянь; Npoint – число розбивок відрізка [t1; t2]; D – оператор 
диференціювання. Алгоритм числового розв’язку диференціальних рівнянь функції rkfixed 
використовує метод Рунге-Кутта четвертого порядку точності, з вибором великої кількості точок 
розбиття відрізка змінного параметра забезпечується висока точність результатів розрахунку.  

Результати розв’язку приведені у вигляді матриці (рис.2), перший стовпчик характеризує 
зміну часу (с), другий – зміну координати x частинки (м), третій – зміну координати y (м), 
четвертий – радіальна швидкість частинки (м/с), п’ятий – тангенціальна швидкість частинки (м/с). 

 

  
                                  a)                                                                                                    b) 
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                                                                                       c) 
    Рис.2. Результати розв’язку системи диференціальних рівнянь (10) за наступних параметрів:  

a - θ = 1, град., w = 64 рад/с; b - θ = 10, град., w = 50 рад/с; c - θ = 20, град., w = 39 рад/с 
Fig. 2. The results of solving the system of differential equations (10) for the following parameters: 

a - θ = 1, deg., w = 64 rad/s; b - θ = 10, deg., w = 50 rad/s; c - θ = 20, deg., w = 39 rad/s 
 
Результати моделювання швидкостей за різних значеннях кутової швидкості обертання і кута 

твірної диска-дозатора приведено на рис. 3. Траєкторія переміщення частинки сипкого матеріалу по 
поверхні відцентрового конусного дискового дозатора і зміна кута між векторами  радіальної і 
абсолютної швидкостей приведені відповідно на рис. 4 і 5. 

 

 
Рис.3. Результати моделювання абсолютної  швидкості переміщення частинки сипкого матеріалу по 

поверхні відцентрового конусного дискового дозатора 
Fig.3. The results of modeling the absolute speed of movement of a particle of bulk material on the surface of a 

centrifugal conical disk dispenser 
 

 
Рис. 4. Траєкторії переміщення частинки  по поверхні відцентрового конусного дискового дозатора 

Fig. 4. The trajectory of the particle on the surface of the centrifugal conical disk dispenser 
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Рис. 5. Зміна кута між векторами  радіальної і абсолютної швидкостей при переміщенні частинки сипкого 

матеріалу по поверхні відцентрового конусного дискового дозатора 
Fig. 5. Changing the angle between the vectors of radial and absolute velocities when moving a particle of bulk 

material on the surface of a centrifugal conical disk dispenser 
 

Збільшення кута твірної конусного диску зменшує переміщення частинки по координаті у, 
відповідно зменшується кут між векторами радіальної і абсолютної швидкостей при переміщенні 
частинки сипкого матеріалу по поверхні відцентрового конусного дискового дозатора. Нами 
промодельовано для кутів твірної конуса 1, 10 і 20 градусів і кутових швидкостей диска відповідно 
64, 50 і 39 рад./с.   

Аналіз результатів (рис. 3–5) показує, що збільшення кута твірної конуса уможливлює 
зменшення частоти обертання диска і покращує плавність зміни абсолютної швидкості 
переміщення частинки по диску, що покращу плавність і  точність дозування сипкого матеріалу.  

 
Висновки 

Швидкість і траєкторія переміщення частинки сипкого матеріалу залежить від кута твірної 
конусного диску і частоти його обертання. Із збільшення кута твірної конуса зменшується 
тривалість переміщення частинки по поверхні конуса й віддаль переміщення. Плавність 
переміщення  визначається кутом між векторами швидкостей vx і vy.  Плавність зміни напрямку 
вектора результуючої швидкості уможливлює підвищення точності дозування матеріалу і зменшує 
дискретність доз регулювання.  

Дана система диференціальних рівнянь та алгоритм їх розв’язку уможливлює моделювання 
контрукційно-технологічних параметрів відцентрового конусного дискового дозатора-змішувача 
сипких матеріалів. 
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Aim. Development of an analytical model and study of particle movement on the surface of a conical disk 

rotary dispenser-mixer of bulk material. Method. The particle, which is placed on the conical disk, is subjected to 
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gravity directed vertically downwards, the pressure force of the vertical component of the bulk component. The force 
of the normal reaction of the surface of the conical disk is directed perpendicular to the cone generating line of the 
dispenser disk at a given point where the material particle is located. Cartesian coordinate system. The x-axis is 
directed along the generator line from the vertex, the y-axis is perpendicular to the x-axis and z-axis and is directed 
towards the rotation of the disk, and the z-axis is directed vertically upwards. The centrifugal force vector is directed 
along the radius. The Coriolis force is directed tangentially perpendicular to the x-axis in the opposite direction to the 
direction of rotation of the disk. The friction force, as the resulting force vector, is directed in the opposite direction 
from the direction of movement of the particle on the disk due to the centrifugal force. The force of friction of the 
particle on the surface of the disk decomposes into normal and radial projections. Considering an elementary particle 
as a material point, the differential equation of motion in vector form. Projecting the vector equality on the X and Y 
axis, we obtain a system of differential equations of particle motion. The numerical Runge-Kutta solution using the 
rkfixed function in the MathCad environment was used to solve the differential equations. Results. The speed and 
trajectory of the particles of bulk material depends on the angle of the conical disk and the frequency of its rotation. 
As the angle of the cone generating line increases, the duration of movement of the particle on the surface of the cone 
and the distance of movement decreases. The smoothness of movement is determined by the angle between the 
velocity vectors vx and vy. Smooth change of the direction of the vector of the resulting speed makes it possible to 
increase the accuracy of dosing the material and increases the discreteness. Scientific novelty. For the first time, a 
system of differential equations of motion of a material particle on a conical dispenser of centrifugal type was 
obtained, which takes into account the distribution of particle friction forces on the disk surface on normal and radial 
projections and their solution by the Runge-Kutta numerical method.  Practical value. The application of the 
obtained system of differential equations and the algorithm of their solution makes it possible to model the design and 
technological parameters of the disk conical centrifugal dispenser of bulk materials. 
Keywords: disc dispenser, Runge-Kutta method, centrifugal force, Coriolis force, velocity vector, system of 
differential equations. 
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