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На даний час двигуни постійного струму зі збудженням від постійних магнітів (ДПС ПМ) 
широко застосовуються в транспортних засобах, побутових приладах, переносному 
електроінструменті внаслідок простої конструкції та невеликої вартості. Тому завдання створення 
математичних моделей їх розрахунку, які можна застосувати для проектування, є актуальним. 
Метою статті є уточнення математичної моделі магнітного стану ДПС ПМ та дослідна перевірка 
відповідності результатів експерименту результатам розрахунку. Для опису магнітного стану ДПС 
ПМ використана теорія магнітних та електричних кіл. Запропонована уточнена розгалужена 
заступна схема магнітопроводу ДПС ПМ з зосередженими параметрами. У цій схемі немагнітним 
ділянкам магнітопроводу відповідають постійні магнітні опори. Ділянкам магнітопроводу з 
феромагнітних матеріалів відповідають нелінійні магнітні опори, які представлені залежністю 
F[Ф] спаду намагнічуючої сили на магнітному опорі від магнітного потоку. Зубцева зону якоря, 
розміщена під магнітами, розбивається на m однакових секторів радіальними площинами, 
перпендикулярними до площини листів якоря. Заступна схема магнітопроводу описана системою 
нелінійних рівнянь, складених для однієї полюсної поділки двигуна з використанням методу 
контурних струмів. Ця система містить три рівняння контурів статора та (m – 1) рівнянь для 
контурів якоря. Наведені результати розрахунку потоку магніту та індукцій у різних ділянках 
магнітопроводу ДПС ПМ. Адекватність розрахунку магнітного кола ДПС ПМ перевірена стосовно 
потоку магніту. Дослідний взірець ДПС ПМ складається зі статора та необмотаного якоря. В 
діаметральних пазах якоря, заповнених діелектриком, намотана вимірювальна котушка, витки 
якої розташовані біля повітряного проміжку. Виводи вимірювальної котушки приєднані до 
флюксметра. Фіксувалося відхилення стрілки флюксметра під час обертання якоря від положення 
котушки, яке відповідає геометричній нейтралі, до її положення, що збігається з віссю полюсів. 
Розрахункове та дослідне значення потоку магніту збігаються з точністю 0,86%, що підтверджує 
адекватність запропонованої математичної моделі магнітного стану ДПС ПМ. Запропонована 
заступна схема магнітопроводу та система рівнянь, що її описують, можуть бути базою для 
створення математичних моделей розрахунку статичних характеристик та перехідних режимів 
ДПС ПМ.  

Ключові слова: колекторний двигун постійного струму, постійний магніт, заступна схема, 
система нелінійних рівнянь, експериментальна перевірка. 
 

Постановка проблеми 

На даний час в колекторних мікродвигунах  постійного струму переважно застосовується 
збудження від постійних магнітів, яке має низку переваг перед електромагнітним збудженням: 
вищий ККД через відсутність втрат на збудження, простіша конструкція та технологія виготовлення, 
менші габарити. В фундаментальній праці про електричні машини з постійними магнітами [1] 

mailto:Ihor.r.havdo@lpnu.ua
http://doi.org/10.23939/


І. Р. Гавдьо 

32 

наведені дані про широке застосування ДПС ПМ: транспортні засоби, іграшки , електропобутові 
прилади, переносний електроінструмент. В деяких випадках колекторні ДПС ПМ можуть бути 
замінені безщітковими двигунами постійного струму. Однак, для приладів побутової техніки, 
іграшок та ручного електроінструменту, де визначальним чинником є вартість, можна передбачити 
у перспективі успішне застосування ДПС ПМ. 

 
Актуальність дослідження 

Актуальність дослідження обумовлена важливістю створення математичних моделей ДПС ПМ, 
які можна застосувати під час проектування нових та оптимізації існуючих взірців  цього двигуна.  

 
Формулювання мети та завдань статті 

Метою статті є уточнення математичної моделі магнітного стану ДПС ПМ та її 
експериментальна перевірка. Ця модель дає змогу за параметрами магніту та геометричними даними 
магнітопроводу розрахувати магнітні потоки та індукції на всіх ділянках магнітного кола. 

Завданнями статті є уточнення заступної схеми магнітопроводу ДПС ПМ, опис її відповідною 
системою нелінійних рівнянь, складання комп’ютерної програми та проведення розрахунків, 
експериментальна перевірка адекватності математичної моделі.  

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій 

В [2] для дискового ДПС ПМ запропонована спрощена лінійна модель, яка дає змогу отримати 
аналітичні вирази для попереднього розрахунку габаритних розмірів двигуна, що є важливим для 
інженерної практики. Стійкість до перевантажень за струмом ДПС ПМ, що використовуються як 
автомобільні стартери, проаналізовано в [3]. Розрахунки проведені на основі поєднання колових та 
польових методів. В [4] розглянуто двигун постійного струму середньої потужності з гібридною 
системою збудження, яка є поєднанням збудження від постійних магнітів та електромагнітного 
збудження. Дослідження проводилося методом математичного моделювання магнітного поля з 
використанням методу скінченних елементів. Шляхи підвищення обертового моменту вбудованого 
моментного двигуна постійного струму зі збудженням від постійних магнітів на ведені у [5]; 
використані аналітичні та розрахункові методи. 

Аналітичні методи [2, 5] вимагають прийняття спрощуючи допущень, однак дають змогу 
отримати розрахункові співвідношення, які безпосередньо можуть застосовуватися для інженерної 
практики. Методи дослідження на основі рівнянь поля [1, 3, 4] є найбільш точними, однак 
трудомісткими. Для опису магнітного стану асинхронного двигуна з екранованими полюсами в [6] 
запропонована розгалужена заступна схема магнітопроводу. Ця схема дає змогу достатньо адекватно  
розрахувати усталені режими та перехідні процеси двигуна [7]. Математичні моделі ДПС ПМ на 
основі деталізованої заступної схеми магнітопроводу запропоновані в [8, 9]. Використання методів 
розрахунку на основі магнітних та електричних кіл, на наш погляд, дає змогу досягти достатньої для 
інженерних розрахунків точності розрахунків, і є менш трудомістким у порівнянні з методами поля.  

 
Виклад основного матеріалу 

Для розрахунку магнітного стану ДПС ПМ використаємо розгалужену заступну схему 
магнітопроводу з зосередженими параметрами, яка є уточненням схеми, наведеної в [9]. У цій схемі 
немагнітним ділянкам (повітряний проміжок та ділянка проходження потоку розсіяння з бічної 
сторони магніту до ярма статора) відповідають постійні магнітні опори. Феромагнітним ділянкам 
відповідають нелінійні магнітні опори, представлені залежностями спаду МРС від магнітного потоку 
F [Ф]. Приймемо допущення, викладені у [8].  

Враховуючи умови симетрії, розглянемо структуру заступної схеми, яка відповідає одній 
полюсній поділці. Зубцеву зону якоря, розміщену під магнітами, розбиваємо на m однакових секторів 
площинами, перпендикулярними до площини листів якоря. Заступна схема магнітопроводу ДПС ПМ 
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для випадку m =5 наведена на рис. 1. На схемі якір двигуна представляється радіальними гілками, 
сполученими паралельно. Кожна з гілок містить постійний опір повітряного проміжку Rδi, 
намагнічуючу силу i – го сектора Tj обмотки якоря та нелінійний магнітний опір зубцевої зони Rzj, 
представлений залежністю Fzi [Фδi] (i = 1…m). Між цими гілками розташовані нелінійні магнітні 
опори ділянок ярма якоря Rarj, представлені залежністю Farj [Фarj] (j = 1,.. m – 1). Нелінійний магнітний 
опір Rar, представлений залежністю Far [Фar], відповідає ділянці ярма якоря, розташованій у просторі 
між магнітами. Ділянці ярма статора, розташованій між магнітами, відповідає нелінійний магнітний 
опір Rs1, представлений залежністю Fs1 [Фs1]. Нелінійні магнітні  опори Rs2, Rs3, представлені  
залежностями Fs2 [Фs2], Fs3 [Фs3], відповідають ділянкам ярма статора, які прилягають до магніту.  
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Рис. 1. Заступна схема магнітопроводу ДПС ПМ 

 
Постійний магніт представлений на схемі у вигляді послідовно з’єднаних намагнічуючої сили 

Fc та постійного магнітного опору Rm , які визначаються виразами 
Fc = Hc hm;   Rm = Fc / Фr = Hc hm / Br Sm,   (1) 

де Hc – коерцитивна сила магніту; Фr – залишковий потік магніту; Br – залишкова магнітна індукція 
магніту; hm – висота магніту; Sm – площа нейтрального перетину магніту.  

Таке представлення постійного магніту є еквівалентним до представлення його у вигляді 
характеристики розмагнічування Fm [Фm], як було зроблено у [9], однак є більш зручним для 
програмування. Згідно допущення, наведеного  у [8], реальний зубцевий шар якоря заміняємо 
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еквівалентним розрахунковим шаром, який має таку ж характеристику намагнічування в радіальному 
напрямі. З огляду на це допущення, введення постійних магнітних опорів Rк між коронками зубців в 
[9] не є обґрунтованим і призводить до непотрібного ускладнення схеми. Вилучення цих опорів дає 
змогу не розглядати контури якоря, розташовані у просторі між магнітами, і, отже, зменшити 
загальну кількість рівнянь. 

Намагнічуючу силу i – ї вітки сектору якоря представимо у вигляді 
Tj = Tм (2 γj / τ);    Tм = (N / 4p) (ia /2a),    (2) 

де γj – кут між i - ю віткою сектору якоря та  поздовжньою віссю d; τ – полюсна поділка; ia – струм 
якоря двигуна; N – повна кількість провідників обмотки якоря; 2a – кількість паралельних гілок 
обмотки якоря; p –  кількість пар полюсів. 

Заступній схемі магнітопроводу відповідає система нелінійних рівнянь магнітного стану ДПС 
ПМ (3), яка містить (m – 1) рівнянь контурів якоря та три рівняння контурів статора. Ця система 
записана для однієї полюсної поділки машини за методом контурних потоків та з урахуванням умов 
симетрії; спади намагнічуючої сили на нелінійних магнітних опорах представлені через потоки у 
вітках.  

Rδ1 (Фkr1 – Фks1) + Rδ2 (Фkr1 – Фkr2) – Fz1 [Фδ1] + Fz2 [Фδ2] – Fаr1 [Фаr1] = T2 – T1 ; 
Rδ2 (Фkr2 – Фkr1) + Rδ3 (Фkr2 – Фkr3) – Fz2 [Фδ2] + Fz3 [Фδ3] – Fаr2 [Фаr2] = T3 – T2 ; 
Rδ3 (Фkr3 – Фkr2) + Rδ4 (Фkr3 – Фkr4) – Fz3 [Фδ3] + Fz4 [Фδ4] – Fаr3 [Фаr3] = T4 – T3 ; 

: 
Rδ(m–1) (Фkr(m–1) – Фkr(m–2)) + Rδm (Фkr(m–1) + Фks1) – Fz(m–1) [Фδ(m–1)] + Fzm [Фδm] –  
 –  Fаr(m–1) [Фаr(m–1)] = Tm – T(m–1) ; 
             (3) 
Rσs (Фks1 – Ф ks2) + Rσs (Фks1 + Ф ks3) + Rδ1 (Фks1 – Фkr1) + Rδm (Фks1 + Фkr(m–1)) + Fz1 [Фδ1] – 
– Fzm [Фδm] – Far [Фar] + Fs1 [Фs1] = T1 + Tm ; 
Rσs (Фks2 – Ф ks1) + Fs2 [Фs2] + Rm (Фks2 – Ф ks3) = Fm; 
Rσs (Фks3 + Ф ks1) + Fs3 [Фs3] + Rm (Фks3 – Ф ks2) = – Fm. 
На основі системи рівнянь (3) складена програма розрахунку магнітного стану ДПС ПМ. 

Проведені розрахунки магнітного стану з врахуванням відсутності в експериментальному взірці 
обмотки якоря, тобто для випадку, коли намагнічуючі сили віток якоря дорівнюють нулю (T1= T2 
=…=Tm = 0). 

Результати розрахунку: потік магніту Фm.розр. = 0,347 10-3 Вб; індукція у повітряному проміжку 
Bδ = 0,272 Тл; індукція у зубці якоря Bz = 0,272 Тл; індукції у ділянках ярма статора Bs1 = 1,38 Тл, Bs2 
= 1,447 Тл, Bs3 = – 1,447 Тл. 

Оскільки у ДПС ПМ джерелом постійного потоку є магніт, адекватність розрахунку магнітного 
кола доцільно перевірити за значенням цього потоку. 

На рис. 2 представлено ескіз експериментального взірця ДПС ПМ для перевірки адекватності 
розрахунку магнітного кола. Статор взірця складається з  постійного магніту 1 та феромагнітного 
ярма 2. Всередині статора розташований необмотаний якір двигуна 3, діаметральні пази якого 
заповнені діелектриком 4. У цих пазах намотана вимірювальна котушка 5, що містить wкот. = 10 витків  
тонкого мідного дроту. 
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Рис. 2. Ескіз взірця ДПС ПМ з вимірювальною котушкою 

 
Виводи вимірювальної котушки приєднуються до мілівеберметра (флюксметра) М19. 

Перевірка магнітного потоку постійного магніту проводиться шляхом повільного повороту якоря з 
вимірювальною котушкою на 90 градусів з положення геометричної нейтралі до положення, яке 
відповідає осі магнітів, і у зворотному напрямку. Під час повороту фіксується  відхилення α стрілки 
мілівеберметра. Мілівеберметр має меншу чутливість у порівнянні з балістичним гальванометром. 
Однак, як зазначено у [10], під час вимірювання потоків, які змінюються повільно (секунди і 
хвилини), мілівеберметр значно переважає за точністю балістичний гальванометр. В [11] наведено, 
що у випадку вимірювання сильних полів мілівеберметр має низку переваг порівняно з балістичним 
гальванометром. Опір вимірювальної котушки становить Rкот. = 2 Ом. Це відповідає рекомендації 
[10], де вказано, що опір зовнішнього кола для мілівеберметрів М19 не повинен перевищувати  8 Ом. 

Потік постійного магніту визначається формулою [11] 
Фm.екс. = Сф α  / (2 wкот) = 0,1  70 / (2  10) = 0,35 мВб,   (4) 

де Сф – стала мілівеберметра, мВб/ под; α – середнє значення відхилення стрілки мілівеберметра; wкот. 
– кількість витків вимірювальної котушки; 

Порівнюючи експериментальне значення потоку Фm.екс з розрахунковим Фm.розр. = 0.347 мВб, 
отримуємо відносну похибку розрахунку  = Ф  екс. −Ф  розр.Ф  екс. = 0,35− 0,3470,35 ∙ 100 = 0,86% 

 
Висновки 

Наведена уточнена заступна схема магнітопроводу ДПС ПМ та система рівнянь, які її 
описують. Проведені розрахунки магнітного стану ДПС та їх експериментальна перевірка показали 
адекватність математичної моделі магнітного стану ДПС ПМ.  

 
Перспективи подальших досліджень 

Представлена заступна схема магнітопроводу ДПС ПМ та відповідна їй система рівнянь 
можуть бути основним елементом для створення математичних моделей розрахунку статичних 
характеристик та перехідних процесів  цього двигуна. 
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MAGNETIC FIELD OF A DC MOTOR WITH EXCITATION FROM PERMANENT MAGNETS 
 
© Havdo I., 2023 
 

Currently, DC motors with excitation from permanent magnets ( PM DC) are widely used in 
vehicles, household appliances, portable power tools due to their simple design and low cost. Therefore, 
the task of creating mathematical models for their calculation, which can be used for design, is urgent. 
The purpose of the article is to clarify the mathematical model of the magnetic state of the  PM DC and 
experimental verification of the correspondence of the experimental results to the calculation results. The 
theory of magnetic and electric circuits is used to describe the magnetic state of the PM DC. A refined 
branched replacement circuit of the  PM DC magnetic circuit with concentrated parameters is proposed. 
In this scheme, permanent magnetic resistances correspond to non-magnetic sections of the magnetic 
circuit. Sections of the magnetic conductor made of ferromagnetic materials correspond to nonlinear 
magnetic resistances, which are represented by the dependence F[Ф] of the decay of the magnetizing force 
on the magnetic resistance on the magnetic flux. The toothed area of the armature, placed under the 
magnets, is divided into m identical sectors by radial planes perpendicular to the plane of the armature 
sheets. The substitute scheme of the magnetic circuit is described by a system of nonlinear equations 
compiled for one pole division of the motor using the method of loop currents. This system contains three 
equations for the stator loops and (m – 1) equations for the armature loops. The results of the calculation 
of the magnetic flux and inductions in different sections of the magnetic conductor of the PM DC are 
presented. The adequacy of the calculation of the magnetic circuit of the PM DC is checked in relation to 
the magnet flux. The experimental sample of PM DC consists of a stator and an unwound armature. In 
the diametrical grooves of the armature, filled with dielectric, a measuring coil is wound, the turns of 
which are located near the air gap. The terminals of the measuring coil are connected to the fluxmeter. 
The deflection of the fluxmeter needle during the rotation of the armature from the position of the coil, 
which corresponds to the geometric neutral, to its position, which coincides with the axis of the poles, was 
recorded. The calculated and experimental values of the magnetic flux coincide with an accuracy of 
0.86%, which confirms the adequacy of the proposed mathematical model of the magnetic state of the PM 
DC. The proposed replacement scheme of the magnetic circuit and the system of equations describing it 
can be the basis for creating mathematical models for calculating the static characteristics and transient 
modes of the PM DC. 

Keywords: DC commutator motor, permanent magnet, substitute circuit, system of nonlinear 
equations, experimental verification. 
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