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Розроблено методику чисельного диференціювання таблично-заданих функцій з використанням многочлена 

Тейлора n-го степеня, яка дає можливість обчислювати похідні k-го порядку (k ≤ n) у будь-яких точках між довіль-

но розташованими вузлами інтерполяції від однієї, двох і багатьох незалежних змінних. Проаналізовано останні 
дослідження та публікації, що дало змогу встановити складність задачі обчислення похідних від функції за зна-

ченнями незалежних змінних на деякому інтервалі значень таблично-заданої функції. Наведено постановку задачі 
чисельного диференціювання таблично-заданих функцій з використанням многочлена Тейлора n-го степеня від 

однієї, двох і багатьох незалежних змінних. Встановлено, що будь-яку таблично-задану функцію спочатку потріб-
но згладити деякою функцією, аналітичний вираз якої є глобальним (локальним) інтерполяційним многочленом 

або многочленом, який отримано за МНК із деякою похибкою. Під похідною від такої таблично-заданої функції 
розуміють похідну від її інтерполянти. Розроблено метод чисельного диференціювання таблично-заданих фун-

кцій, сутність якого зводиться до добутку вектора-рядка Тейлора n-го степеня на матрицю k-го порядку його дифе-
ренціювання (k ≤ n) і на вектор-стовпець коефіцієнтів відповідної інтерполянти. 

Наведено деякі постановки задач чисельного диференціювання таблично-заданих функцій з використанням 
многочлена Тейлора n-го степеня, відповідні алгоритми їх розв’язання та конкретні приклади реалізації. Встанов-

лено, що для обчислення похідної k-го порядку від таблично-заданої функції за прийнятим значенням незалежної 
змінної потрібно виконати такі дії: за даними таблиці сформувати матричне рівняння, розв’язати його та отримати 

значення коефіцієнтів інтерполянти; підставити у відповідний матричний вираз коефіцієнти інтерполянти та зна-

чення незалежної змінної та виконати дії множення матриць, вказані у виразі. Здійснено перевірку правильності 
виконання розрахунків із використанням відповідних центральних різницевих формул. Встановлено, що обчисле-
ні похідні k-го порядку з використанням формул центральних скінченних різниць практично збігаються зі значен-
нями, отриманими за допомогою інтерполяційного многочлена Тейлора n-го степеня, тобто значення похідних об-

числено правильно.  
Ключові  слова: зашумлені дані, згладжування функцій, інтерполяція табличних фунакції, формули централь-

них скінченних різниць, обчислення похідних.  

=BDEG./.Introduction.
Під час розв’язання багатьох математичних задач із 

інженерії ПЗ часто виникає потреба отримання значень 
похідних різних порядків від функції f[x], заданої у виг-
ляді таблиці [21]. Зазвичай, тут неможливо, або занадто 

складно застосувати безпосередньо методи диферен-
ційного числення [4]. Замість них використовують наб-

лижені методи чисельного диференціювання таблично-

заданих функцій [29]. В чисельних методах чисельне ди-

ференціювання описує алгоритми для оцінювання похід-

ної математичної функції, використовуючи для цього 

значення таблично-заданої функції та інші знання про 

дану функцію [7]. 

Задача чисельного диференціювання полягає в знахо-

дженні значень похідних від функції y = f[x] в заданих 

точках у випадках, коли аналітичний вигляд функції ϕ(x) 
невідомий (задана неявно), надто складний, або функція 
f[x] задана таблицею. Привабливість чисельного підходу 

в наявності простих, так званих різницевих., формул 
[38], за допомогою яких похідні в заданих точках таб-

лично-заданої функції можна обчислити приблизно за 
декількома значеннями функції f[x] у цих і близьких до 

них точках. 

Існує багато різних методів чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій (англ. Numerical Diffe-

rentiation of Periodic Tabular Functions). Вибір найпри-

датнішого алгоритму залежить від того, наскільки обра-
ний метод є точним, має необхідну стійкість та збіж-

ність, які затрати комп’ютерних ресурсів на його реаліза-
цію, наскільки гладкою є крива інтерполянти, яку кіль-
кість наборів даних (значень аргументів і відповідних 

значень функції) вона вимагає і т. д. 

Найбільш зручним інтерполяційним многочленом 

для чисельного диференціювання таблично-заданих фун-

кцій є поліном Ньютона [1]. За допомогою нього було 

отримано різницеві формули різного порядку точності, 
залежно від кількості задіяних точок xj ∈ X [37]. Однак, 

якщо функція має періодичний характер, то тут доцільно 

використовувати інший клас інтерполяційних функцій, 

наприклад степеневий многочлен Тейлора n-го степеня 

від однієї та багатьох незалежних змінних [21], який, на 
нашу думку, має значно більше переваг, порівняно з по-

ліном Ньютона. 
Об’єкт дослідження – чисельне диференціювання 

таблично-заданих функцій у довільно розташованих вуз-
лах інтерполяції. 
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Предмет дослідження – алгоритми і методи чисель-

ного диференціювання таблично-заданих функцій із ви-

користанням многочлена Тейлора n-го степеня для од-

нієї, дво- та багаьох незалежних змінних, що дасть мож-

ливість обчислювати похідні заданого порядку в будь-

яких точках між довільно розташованими вузлами інтер-

поляції. 
Мета роботи – розробити методику чисельного ди-

ференціювання таблично-заданих функцій з використан-
ням многочлена Тейлора n-го степеня від однієї, двох і 
багатьох незалежних змінних, що дасть можливість об-

числювати звичайні, часткові та мішані похідні k-го по-

рядку, з огляду на високу точність отриманого результа-
ту, необхідну стійкість та збіжність використаного мето-

ду, а також належну ефективність використання 

комп’ютерних ресурсів. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 
● проаналізувати останні дослідження та публікації, що 
дасть змогу встановити основну складність задачі об-

числення похідних від функції за значеннями неза-
лежних змінних(ів) на деякому інтервалі значень таб-

лично-заданої функції; 
● навести постановку задачі чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій з використанням 

многочлена Тейлора n-го степеня від однієї та ба-
гатьох незалежних змінних; 

● з’ясувати особливості чисельного диференціювання 

таблично-заданих функцій з використанням многоч-

лена Тейлора n-го степеня в довільно розташованих 
вузлах інтерполяції; 

● навести деякі постановки задач чисельного диферен-

ціювання таблично-заданих функцій з використанням 

многочлена Тейлора n-го степеня та алгоритм їх 

розв’язання, а також конкретні приклади їх реалізації; 
● здійснити перевірку правильності виконання розра-

хунків із використанням відповідних центральних рі-
зницевих формул. 

Отже, в цьому дослідженні розглянемо деякі особли-

вості чисельного диференціювання таблично-заданих 

функцій від однієї та двох незалежних змінних у довіль-
но розташованих вузлах інтерполяції многочленом Тей-

лора n-го степеня від однієї та багатьох незалежних змін-

них, а саме: 
● наведемо задачі з інженерії ПЗ, пов’язані з потребою 
чисельного диференціювання таблично-заданих фун-

кцій; 
● розглянемо особливості чисельного диференціюван-

ня таблично-заданих функцій від однієї, двох і ба-
гатьох незалежних змінних у довільно розташованих 

вузлах інтерполяції. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Чисель-
не диференціювання – завдання обчислення похідних від 

функції за заданими значеннями незалежних змінних на 
деякому інтервалі значень таблично-заданої функції. Та-
ка потреба виникає внаслідок проведення різних науко-

вих досліджень і практичних застосувань, наприклад: 

ідентифікації точок розриву в процесі оброблення зобра-
ження [50]; процедури розв’язування інтегрального рів-

няння Абеля [52]; визначення піків у хімічній спектрос-
копії [44]; деякі обернені задачі в рівняннях математич-
ної фізики [27] тощо. Основна складність такого дифе-

ренціювання полягає в некоректності самої задачі, де ма-
лі похибки у вимірюваннях значень функції можуть при-

звести до значних помилок під час обчислення похідних 

[17]. 

За останні декілька десятиліть було розроблено та 
удосконалено багато сучасних підходів до чисельного 

диференціювання табличних функцій різними дослідни-

ками з різних країн [16]. Вони не тільки вдосконалювали 

відомі методи, а й знаходили нові шляхи для підвищення 
точності процедури чисельного диференціювання таб-

личних функцій. Проаналізуємо деякі з них дещо деталь-
ніше. 

У роботі [31] розроблено методологію чисельного ди-

ференціювання періодичних таблично-заданих функцій з 
використанням многочлена Фур’є n-го порядку, яка дає 
можливість обчислювати похідні k-го порядку (k ≤ n) в 
будь-яких точках між довільно розташованими вузлами 

інтерполяції. Проаналізовано останні дослідження та пу-

блікації, що дало змогу встановити складність задачі об-

числення похідних від функції за значеннями незалеж-

них змінних на деякому інтервалі значень табличної фу-

нкції. Наведено постановку задачі чисельного диферен-
ціювання періодичних таблично-заданих функцій з вико-

ристанням многочлена Фур’є n-го порядку. Встановлено, 

що будь-яку таблично-задану функцію спочатку згла-
джують деякою функцією, котра є глобальним (локаль-
ним) інтерполяційним многочленом або многочленом 

[30], який отримано за МНК (англ. Ordinary Least Squa-

res, OLS) із деякою похибкою. Під похідною від такої 
табличної функції розуміють похідну від її інтерполянти 

[22]. Розроблено метод чисельного диференціювання пе-
ріодичних таблично-заданих функцій, сутність якого 

зводиться до добутку вектора-рядка Фур’є n-го порядку 

на матрицю k-го порядку його диференціювання (k ≤ n) і 
на вектор-стовпець коефіцієнтів відповідної інтерполян-
ти. 

У роботі [13] автори вважають, що диференціювання 

функцій (обчислення похідних) є одним із найважливі-
ших понять у численні, яке використовують майже 
скрізь у багатьох галузях математики, зокрема й прик-

ладної. Цілком природно, що чисельне диференціювання 

табличних функцій має бути важливою технікою вико-

нання інженерних розрахунків. Однак, оскільки чисельне 
диференціювання табличних функцій є некоректним у 

розумінні Адамара, згідно з яким будь-яка невелика по-

милка у вимірюваннях значень буде збільшена під час 
обчислення похідних, то інженерам надто важко вико-

ристовувати цю техніку виконання обчислень. У своїй 

роботі автори запропонували новий простий чисельний 

метод для реконструкції початкової функції з розсіяних 

вхідних даних і обчислення її похідних, внаслідок чого 

показують, що їхній метод є ефективним і його можна 
легко реалізувати. 

Оскільки чисельне диференціювання табличних фун-

кцій є не зовсім коректною проблемою, то для її вирі-
шення потрібні відповідні методи регуляризації, тобто 
внесення деякої додаткової інформації, щоб знайти рі-
шення некоректно поставленої задачі. Використовувані 
багатьма дослідниками методи регуляризації базуються 

на (зовнішніх) параметрах, наприклад регуляризації Ти-

хонова, однак вона має певні обчислювальні труднощі. 
Водночас, ітераційні методи регуляризації слугують при-

вабливою їх альтернативою. Наприклад, у роботі  [1] ав-
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тори пропонують використати мінімізуючий функціонал, 

який містить не зашумлені дані безпосередньо, а згла-
джену або інтегровану їх версію. Перевага цього методу 

в тому, що, окрім прямого використання зашумлених да-
них, створюють певну послідовність функцій для їх згла-
джування, яка не вимагає перетворення, тому не істотно 

впливає на точність чисельного диференціювання. 
Під зашумленими (приблизно лінійними) даними ро-

зуміють такі, до яких підібрано лінійну чи поліноміальну 
функцію. Хоча поліноміальну функцію можна допасува-
ти й ідеально, проте від лінійної функції практично зав-

жди можна очікувати кращого узагальнення. Іншими 

словами, якби ці дві функції застосовувати для екстрапо-

лювання даних за межами тих, до яких здійснювався під-

бір, то лінійна функція давала б кращі передбачення. 

У роботі [50] наведено новий підхід до побудови скі-
нченно-різницевих методів, придатних для стабільного 

чисельного диференціювання табличних функцій. Пока-
зано, як багатоточкові так звані диференціатори з кроком 

h як параметром регуляризації можуть генерувати похід-

ні з заданою точністю, а наведені константи оцінок мож-
на обчислити явно. Також розроблено ітераційну регуля-

ризуючу схему розв’язування задачі чисельного дифе-
ренціювання функції у формі інтегрального рівняння 

Вольтерри [2]. 

У роботі [53] запропоновано метод стійкого чисель-

ного диференціювання табличних функцій на підставі за-
шумлених даних, який попередньо вимагає аналітичного 

розв’язання інтегрального рівняння Вольтерри другого 

роду. Наведено деякі результати його застосування, в 

яких їхній початковий розв’язок було обчислено аналі-
тично. Розглянуті приклади показують, що запропонова-
ний метод стійкого чисельного диференціювання більш 

ефективний, ніж деякі інші методи, наприклад варіаційна 
регуляризація. 

Робота [67] стосується класу багатокрокових чисель-

них різницевих методів для розв’язання одновимірних 

параболічних обернених задач математичної фізики із 
параметром керування джерелом тепла p(t). В цій роботі 
автори застосували лінійний багатокроковий метод у по-

єднанні з інтерполяцією Лагранжа для реалізації трьох 

різних різницевих схем [5]. Оскільки проблема чисельно-

го диференціювання табличних функцій з зашумленими 
та розсіяними даними є дещо некоректною, то розробле-
на автором сплайн-модель їх згладжування на підставі 
методу регуляризації Тихонова придатна для обчислення 

похідної, забрудненої шумовою помилкою. Також у ро-

боті запропоновано оцінки похибок усікання та зроблено 

висновки щодо збіжності запропонованих різницевих 

методів. Наведено результати багатьох тестів для даних 

із різними рівнями їх зашумлення, які показали, що зап-

ропоновані алгоритми достатньо точні та надзвичайно 

ефективні. 
У роботі [64] авторами проаналізовано некоректність 

обчислення похідної від інтерпольованої функції та по-
казано регуляризовану часткову похідну для сигналів із 
обмеженою смугою частот у двовимірному просторі. Та-
кож автори дослідили збіжність регуляризованої частко-

вої похідної від інтерпольованої функції та порівняли її 
за допомогою теореми Шеннона про вибірку. 

У роботі [70] автори розглядають особливості чисель-

ного диференціювання табличних функцій, заданих за-
шумленими даними. Наведено та обговорено новий під-

хід, який базується на інтегральному рівнянні першого 

роду з відповідним компактним оператором. Оскільки 

сингулярну систему компактного оператора можна отри-

мати легко, то усічений сингулярний розклад TSVD 

(англ. Truncated Singular Value Decomposition) вибрано 

як необхідну техніку регуляризації. Тут автори показу-

ють, що метод вимагає дискретного синусного перетво-

рення, тому його можна легко та швидко чисельно реалі-
зувати. Також наведено значну кількість прикладів, що 
демонструють ефективність запропонованого методу. 

У роботі [71] авторами отримано теоретичний резуль-

тат для чисельного диференціювання табличних функції 
від Hn [0, 1]. Але в цьому методі для різних n використо-

вують різні підходи до вирішення проблеми. У роботі 
[69] автори наводять метод чисельного диференціювання 

періодичних функцій. У запропонованому методі обчис-
лювальні процеси стали рівномірними для різних n, що 

означає, що метод є самоадаптивним. 

У роботі [9] автори вважають, що ефективним засо-

бом апроксимації аналітичної неперіодичної функції на 
обмеженому інтервалі є використання ряду Фур’є у біль-
шій області визначення. При належній побудові це так 

зване розширення Фур’є геометрично швидко сходиться 

за параметром усікання. Шкода, але процедура обчис-
лення розширення Фур’є вимагає розв’язання погано 

обумовленої лінійної системи, тому можна очікувати, що 

така швидка збіжність буде втрачена при виконанні об-

числень із заданою точністю. Їхньою метою було показа-
ти, що це не так, що розширення Фур’є фактично чисель-

но стабільне, коли реалізовані в скінченній арифметиці, і 
досягають швидкої збіжності, яка є принаймні суперал-

гебричною. У цьому випадку погана обумовленість лі-
нійної системи не перешкоджає адекватній апроксимації 
навіть зашумлених вхідних даних. 

У другій частині роботи [9] автори розглядають пи-

тання обчислення розширень Фур’є з рівнопросторних 

даних. Отримані результати [51] стверджують, що жоден 

метод вирішення цієї проблеми не може бути одночасно 

чисельно стабільним і експоненціально збіжним. Автори 

пояснюють, як розширення Фур’є пов’язане з цим теоре-
тичним бар’єром і демонструють, що вони особливо доб-

ре підходять для вирішення цієї проблеми, тобто, вони 

досягають принаймні супералгебричної збіжності чи-
сельно стабільним способом. 

У роботі [35] автори вважають, що діапазон методів 

Фур’є може бути значно збільшений шляхом розширен-

ня неперіодичної функції f(x) до періодичної φ(x) на біль-
шому інтервалі. Коли функція f(x) аналітично відома на 
розширеному інтервалі, то розширення є прямим. Якщо 

ж функція f(x) невідома за межами фізичного інтервалу, 

то для роботи з нею немає стандартного рецепту. Набага-
то гірше, коли, наприклад, безрадарний літальний апа-
рат, який пробирається крізь туман, так і алгоритм може 
зазнати краху для проблеми “гори в тумані”. Йдеться про 

те, що функція f(x), яка цілком добре поводиться на фі-
зичному інтервалі, повністю може мати різні сингуляр-
ності в розширеній області визначення. У своїй роботі 
автори порівнюють роботу декількох алгоритмів для ус-
пішного розширення функції f(x) у “тумані”, навіть якщо 

аналітичне розширення є сингулярним. Найкраще роз-
ширення третього роду вимагає розкладання сингуляр-

ного значення з ітеративним уточненням, де досягає точ-

ності, близької до машинної. 
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Отже, проведений аналіз останніх досліджень та пуб-

лікацій у сфері чисельного диференціювання табличних 

функцій (обчислення похідних) показав, що багатьма до-

слідниками розроблено потужний математичний апарат, 
який можна використовувати для розв’язання широкого 

кола задач як наукового, так і прикладного значення. Але 
основна маса досліджень – це строга теорія чисельного 

диференціювання табличних функцій, тобто уточнення її 
фундаментальних математичних положень. Проте, якщо 
до обчислення похідних немає застережень, то викорис-
тання чисельного диференціювання табличних функцій 

не позбавлене своїх недоліків, пов’язаних із деякими від-

хиленнями через нагромадження похибок обчислення за 
великої кількості зашумлених даних. 

"HJEKLDMDO.PQBKSPUHVVW.DM.X[.Q]^Q_Q`HVVW./.
Research.results.and.their.discussion.

Відомо [3], задача чисельного диференціювання по-

лягає у знаходженні значень похідних від функції y = f[x] 

в заданих точках у випадках, коли аналітичний вигляд 

функції ϕ(x) невідомий (задано неявно), надто складний 
або функцію задано таблицею. Привабливість чисельно-

го підходу в наявності простих формул, за допомогою 

яких похідні в заданих точках функції ϕ(x) можна обчис-
лити приблизно за декількома її значеннями в цих і бли-

зьких до них точках. 
Згідно з визначенням [5], похідна – основне поняття 

диференціального числення, що характеризує швидкість 
зміни значення функції. Її визначають як границю відно-

шення приросту функції до приросту аргументу, коли 

приріст аргументу прямує до нуля (якщо така границя іс-
нує). Функцію, що має скінченну похідну, називають ди-

ференційовною. Процес знаходження похідної функції 
називають диференціюванням. Зворотним до диференці-
ювання є інтегрування – процес знаходження первісної. 
Водночас, диференціювання [3], – це метод обчислення 

співвідношення приросту залежної змінної y за відно-

шенням до приросту незалежної змінної x. Це співвідно-
шення приростів називають похідною функції y за змін-

ною x. Якщо йдеться про більшу точність визначення, то 

залежність y від x означає, що y є функцією від x. Таку 

функціональну залежність часто позначають як y = ϕ(x), 

де ϕ(⋅) – функція. Якщо x та y дійсні числа, і якщо графік 
функції y зображено відносно x, то похідна у деякій її то-

чці становить тангенсу кута нахилу дотичної до цього 

графіка в цій точці. 
Найбільш зручним інтерполяційним многочленом 

для чисельного диференціювання є поліном Ньютона [3]. 

За допомогою нього отримано формули різного порядку 

точності, залежно від кількості задіяних точок  xj [15]. 

Однак у викладеному нижче матеріалі будемо викорис-
товувати степеневий многочлен Тейлора, який, на нашу 

думку, має значно більше переваг, порівняно з поліном 

Ньютона. 
Варто зазначити, що запис формул через функцію 

ƒ[x] відповідає постановці задачі чисельного диференці-
ювання, коли її аналітичний вигляд невідомий або надто 

складний. Це означає, що значення функції ƒ[x] можна 
розрахувати в потрібних точках xj із кроком h. При цьо-

му h називають кроком чисельного диференціювання та 
підбирають, залежно від поведінки функції ƒ[x] в околі 
точки x0. 

Запис формул через vj відповідає постановці задачі 
чисельного диференціювання, коли функцію ƒ[x] задано 

таблицею. При цьому для крайніх точок xj можна засто-

совувати різницеві формули чисельного диференціюван-

ня вперед та назад (відповідно до того, з якого вони бо-

ку), а для внутрішніх точок краще застосовувати симет-
ричні різницеві формули чисельного диференціювання 

[23]. В цій роботі буде застосовано традиційний підхід 

до чисельного диференціювання періодичних таблично-
заданої функції з використанням інтерполяційного мно-

гочлена Тейлора n-го степеня, а також різницеві форму-

ли чисельного диференціювання. 

1. Задачі інженерії ПЗ, пов’язані з потребою чи-

сельного диференціювання таблично-заданих фун-

кцій. Під час вирішення проблем інженерії ПЗ існує ба-
гато прикладних задач, у математичному формулюванні 
яких виникає потреба обчислення похідних 1-го та ви-

щих порядків від функцій, заданих таблицею. Найважли-

віша з них полягає у знаходженні екстремуму цільової 
функції за однією чи багатьма змінними. Переважно таку 

функцію у процесі оптимізаційного розрахунку подають 
у табличному вигляді, а незалежні змінні, що відповіда-
ють її екстремуму, визначають з системи рівнянь, яку от-
римують шляхом прирівнювання до нуля частинних по-

хідних цільової функції за кожною незалежною змінною. 

Надто часто потреба обчислення похідних від інтер-
полянт, заданих многочленом Тейлора, є проміжним ета-
пом у процесі розв’язання деякої інженерної задачі. Так, 

нелінійна модель стану об’єкта (яку, як відомо [12] мож-

на описати системою нелінійних алгебричних рівнянь та 
алгоритмом її розв’язання) може мати одну або декілька 
функцій, які задано в табличному вигляді. Наприклад, 

якщо компонентою об’єкта є ПЗ із характеристикою G 

= ϕ(t) (t – заданий період часу з ймовірністю безвідмов-
ної роботи; G – здатність програмного продукту безвід-

мовно виконувати певні функції), заданою у вигляді таб-

лиці, то рівняння dG/dt = dϕ(t)/dt = 0 буде одним з рів-
нянь нелінійної системи стану цього об’єкта і застосу-

вання методу Ньютона для її розв’язання вимагатиме об-

числення похідної dϕ(t)/dt. Нагадаємо, що здатність ПЗ 
безперебійно виконувати певні функції при заданих умо-

вах протягом деякого періоду часу зі значною ймовірніс-
тю безвідмовної роботи називають його надійністю. Рі-
вень надійності ПЗ характеризує ймовірність його робо-

ти без відмови протягом деякого періоду часу. 

Зазвичай, постановка задачі чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій з багатьма незалеж-

ними змінними має два варіанти формулювання. 

Задача 1. Для таблично-заданої функції [ ]V V X=  від 

декількох незалежних змінних [ , 1, ]iX x i M= =  потрібно у 

довільній точці простору цих змінних, заданій значення-

ми [ , 1, ]i iX X x x i M′ ′= ⇒ = = , обчислити частинні похідні 

1-го порядку , 1,
i

V V
i M

X x

∂ ∂ 
= = 

∂ ∂ 
 і (або) частинні та міша-

ні похідні вищих порядків. 

Загалом, функцію [ ]V V X= , задану попередньо у виг-
ляді табл. 1, спочатку згладжують якоюсь функцією 

( )F X , котра є глобальним (локальним) інтерполяційним 

многочленом або многочленом, який отримано за МНК 

із деякою похибкою ( )nR X  [25]. Під похідною від такої 
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таблично-заданої функції потрібно розуміти похідну від 

її інтерполянти [13]. Тут варто відзначити некоректність 
процедури чисельного диференціювання таблично-зада-
них функцій в тому сенсі, що близькість невідомої фун-

кції ( )XΦ  та загладжуваної функції ( )F X  не гарантує 
близькості їх похідних [21]. Понад це, вони можуть мати 

у одній і тій же точці X ′  похідні різних знаків [22]. Тому 

чисельне диференціювання періодичних таблично-зада-
них функцій необхідно застосовувати обережно і, як пра-
вило, для похідних невеликих порядків. Тим не менше 
такий підхід широко використовують на практиці, зок-

рема й під час вирішення проблем інженерії ПЗ. 

Табл. 1. Загальний вигляд таблично-заданої функції від 
багатьох незалежних змінних / General view of the  

table-specified function from many independent variables 

№ вузла 
Змінна  

1 2 … p … P 

x1 x1,1 x1,2 … x1,p … x1,P 

x2 x2,1 x2,2 … x2,p … x2,P 

… … … … … … … 

хM xM,1 xM,2 … xM,p … xM,P 

V v1 v2 … vp … vP 

Примітка: P – кількість вузлів інтерполяції; 

,[ [ , 1, ]; 1, ]p i pX X x i M p P= = = = , [ , 1, ]pV v p P= =  – відомі 

числа. 

Задача 2. Функція [ ]V V X=  від декількох незалежних 

змінних [ , 1, ]iX x i M= =  задана у вигляді табл. 1. Потріб-

но обчислити частинні похідні 1-го порядку 

, 1,
i

V V
i M

X x

∂ ∂ 
= = 

∂ ∂ 
 і (або) частинні та мішані похідні ви-

щих порядків для будь-якої з вузлових точок, значення 

яких задано в таблиці (а не за довільних значень незалеж-

них змінних [ , 1, ]iX x i M= = , як у задачі 1). 

Очевидно, що постановка задачі 2 є окремим випад-

ком задачі 1, однак її розглядають як окрему задачу, ос-
кільки в ній обчислення похідних зводиться до застосу-

вання дещо простіших формул. Їх називають формулами 

чисельного диференціювання, а процедуру обчислення 

похідних за цими формулами – чисельним диференці-

юванням таблично-заданих функцій. Найпростіші фор-

мули отримують шляхом розкладення функції ( )XΦ  у 

ряд Тейлора, кількість членів якого у точці X ′  мають ма-

ти достатню кількість похідних. В цьому випадку похідні 
отримують внаслідок диференціювання інтерполяційних 

многочленів, які можна застосовувати для розв’язання 

обох задач. 

Однак у практичних розрахунках чисельне диферен-

ціювання виявляється надзвичайно чутливим до помилок 

у початкових даних, до степеня многочлена і до відки-

дання членів його ряду, а також до інших подібних мані-
пуляцій [5]. Окрім цього, висока точність процедури ін-

терполяції таблично-заданої функції зовсім не гарантує 
навіть допустимої точності інтерполянти між вузловими 

точками і, як наслідок, для прийнятної точності обчис-
лення похідних навіть малих порядків. Тому чисельне 
диференціювання таблично-заданих функцій необхідно 

застосовувати обережно і, як правило, для похідних не-
великих порядків. 

Тут варто пояснити деякі особливості чисельного ди-

ференціювання таблично-заданих функцій у довільно 

розташованих і рівновіддалених вузлах інтерполяції. Як-

що таблична функція задана з довільно розташованими 

вузловими точками, то для обчислення похідної k-го по-

рядку доведеться спочатку розрахувати коефіцієнти ін-

терполянти у вигляді многочлена Тейлора n-го степеня 

(1≤ k ≤ n). Тепер, маючи інтерполянту з числовими ко-
ефіцієнтами, можна різними способами обчислювати від 

неї похідні k-го порядку в довільно розташованих вузлах 

інтерполяції. Однак, наприклад, у методі скінченних еле-
ментів [47], часто вузли інтерполяції задають рівновідда-
леними вузловими точками з кроком h, які різняться між 

собою тільки значеннями вузлів інтерполяції. Тому тут 

необхідно обчислювати похідні k-го порядку тільки у 

цих рівновіддалених вузлах інтерполяції. Для цього ви-

користовують так званий метод різницевих аналогів ди-

ференціальних операторів k-го порядку [23], згідно з 
яким достатньо одноразово обчислити його значення для 
певного розташування вузлових точок,  а потім за допо-

могою цього різницевого аналога можна успішно обчис-
лювати похідні k-го порядку. Особливості ж чисельного 
диференціювання таблично-заданих функцій у рівновід-

далених вузлах інтерполяції, а також метод різницевих 

аналогів диференціальних операторів, тобто послідов-

ність дій під час розв’язування задачі 2, розглянемо в на-
ступних публікаціях. 

2. Чисельне диференціювання таблично-заданих 

функцій у довільно розташованих вузлах інтерполя-

ції. Розглянемо послідовність дій під час розв’язування 

задачі 1 спочатку стосовно таблично-заданої функції від 

однієї незалежної змінної з використанням многочлена 
Тейлора, а потім для двох і багатьох незалежних змін-

них. 

2.1. Чисельне диференціювання таблично-заданих 
функцій від однієї незалежної змінної з використанням 

многочлена Тейлора n-го степеня. Загалом, функцію 

V = Vn[x], яку задано табл. 2, можна подати аналітично її 
інтерполянтою у вигляді многочлена Тейлора n-го степе-
ня: 
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x x x

V x c c c c T x C
n

= + + + + = × , (1) 

де [ ]nT x  – вектор-рядок Тейлора n-го степеня для однієї 

незалежної змінної; тC  – транспонований рядок (стов-

пець) коефіцієнтів інтерполянти. 

Табл. 2. Загальний вигляд таблично-заданої функції від однієї 
незалежної змінної для P вузлів інтерполяції / The general 

view of the table-specified function from one independent variable 
for P interpolation nodes 

№ вузла 
Змінна 

1 2 … p … P 

x x1 x2 … xp … xP 

V v1 v2 … vp … vP 

У роботі [32] зазначено, що для визначення коефі-
цієнтів інтерполянти тC , заданої многочленом Тейлора 
n-го степеня, потрібно побудувати у матричному вигляді 
таку лінійну систему алгебричних рівнянь: 

 т т[ ]nT X C V× = , (2) 

де [ , 1, ]pX x p P= =  – значення вузлових точок; 

т т[ , 1, ]pV v p P= =  – вузловий вектор-стовпець, який міс-
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тить значення вузлів інтерполяції; т т[ , 0, ]jC c j n= =  – неві-

домі значення коефіцієнтів інтерполянти; [ ]nT X  – матри-

ця Тейлора n-го порядку, елементи якої визначають за 
вузловими точками таблично-заданої функції. 

З виразу (2) видно, що стовпець тC  є коренем лі-
нійного матричного рівняння: 

 т 1 т[ ]C T X V−= × , (3) 

де 1[ ]T X −  – матриця, обернена до матриці Тейлора. 
З виразу (1) видно, що для обчислення інтерпольовано-

го значення функції у заданій точці потрібно перемножи-

ти вектор-рядок Тейлора, обчисленого за прийнятим зна-
ченням незалежної змінної, на вектор-стовпець коефі-
цієнтів інтерполянти, внаслідок чого отримаємо число – 

значення функції. Щоб обчислити похідну в будь-якому 

вузлі інтерполяції, потрібно між цими двома векторами 

розмістити якусь матрицю (як виявиться нижче – квадрат-
ну й одиничну), яка б давала змогу дещо змістити елемен-

ти вектора-рядка Тейлора вліво та, перемноживши його на 

вектор-стовпець коефіцієнтів інтерполянти, можна було б 

отримати число, яке вказуватиме на значення похідної у 

прийнятому значенні незалежної змінної. 
З урахуванням зазначеного вище, похідні 1-го, 2-го та 

k-го порядків (k≤n) від многочлена (1) можна визначити 
за однією з таких формул: 
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де 1
xD , 2 1 1

x x xD D D= × , ..., 1 1k k
x x xD D D−= ×  – матриці 1-го, 2-

го і k-го порядків диференціювання вектора-рядка Тей-

лора [18]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення похідної k-

го порядку від функції, заданої табл. 2, за прийнятого зна-
чення незалежної змінної x = x' потрібно виконати такі дії: 
● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (2), 
розв’язати його (3) та отримати значення коефіцієнтів 

інтерполянти; 
● підставити у матричні вирази (4) отримані коефі-
цієнти інтерполянти тC  із матричного рівняння (3) та 
числове значення x = x' і виконати дії множення мат-
риць, вказані у виразах. 

Розглянемо деякі постановки задач чисельного дифе-
ренціювання таблично-заданих функцій від однієї неза-
лежної змінної з використанням многочлена Тейлора n-

го степеня та алгоритм їх розв’язання на конкретних 

прикладах. 

Приклад 1. Потрібно обчислити похідні 1-го, 2-го та 
3-го порядків від функції V = V3[x], заданої у табл. 3, за 
прийнятого значення незалежної змінної x = 1.1. 

Розв’язавши матричне рівняння (3), сформоване з чи-

слових значень таблично-заданої функції, отримаємо ко-

ефіцієнти інтерполянти (1), поданої у вигляді многочле-
на Тейлора 3-го степеня. Коефіцієнти інтерполянти пода-
мо у вигляді вектора-рядка з числовими елементами: 

90,99 183,84 264,37 194,86C = − − . 

Табл. 3. Значення таблично-заданої функції від однієї 
незалежної змінної / The value of the table-specified function 

from one independent variable 

№ вузла 
Змінна 

1 2 3 4 

x 0,9 1,0 1,25 1,5 

V 8,93 6,86 4,30 3,04 

Значення похідної 1-го, 2-го та 3-го порядків від фун-
кції V = V3[x] при x = x' = 1,1 знаходимо за формулами 
(4), внаслідок чого отримаємо: 
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де 1
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1

 – 

матриці 1-го, 2-го й 3-го порядків диференціювання век-

тора-рядка Тейлора, їх можна визначити як 2 1 1
x x xD D D= ×  і 

3 2 1
x x xD D D= ×  [18]. 

Правильність обчислення похідної 1-го порядку пере-
віримо з використанням формули центральних скінчен-
них різниць [47], ст. 635, (8.3), а саме: 

 
[ ] [ ]

2x x

dV V x h V x h
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≈

⋅
. (8) 

Результати обчислення похідних 1-го порядку, залеж-
но від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точки x', 
наведено в табл. 4. Розрахунки виконано в середовищі 
Excel, які за аналогією можна успішно реалізувати й в 
будь-якому іншому обчислювальному середовищі. 

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,0001 об-
числена похідна 1-го порядку за змінною x із викорис-
танням формули центральних скінченних різниць (8) 
практично збігається зі значенням (5), отриманим за до-
помогою інтерполяційного многочлена Тейлора 3-го сте-
пеня, тобто значення похідної обчислено правильно. 

Правильність обчислення похідної 2-го порядку пере-
віримо з використанням формули центральних скінчен-
них різниць [47], ст. 636, (8.6), а саме: 
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d V V x h V x V x h
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Результати обчислення похідних 2-го порядку, залеж-

но від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точки x', 

наведено в табл. 5. 
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Табл. 4. Результати обчислення похідних 1-го порядку за змінною x з використанням формули (8) 
залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the 1st-order derivatives for the variable x using 

formula (8) depending on the step h between the interpolation nodes 

V1[x] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 0,0001 

V-1h 8,93000 6,86000 6,09786 5,59690 5,54038 5,49609 5,48624 
V+1h 4,04143 4,61057 4,99750 5,37839 5,43115 5,47425 5,48405 

dV/dx -12,22143 -11,24714 -11,00357 -10,92563 -10,92319 -10,92241 -10,92238 

Табл. 5. Результати обчислення похідних 2-го порядку за змінною x з використанням формули (9) 
залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the 2st-order derivatives for the variable x using 

formula (9) depending on the step h between the interpolation nodes 

V2[x] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V-1h 8,93000 6,86000 6,09786 5,59690 5,54038 5,49609 

V0h 5,48514 5,48514 5,48514 5,48514 5,48514 5,48514 

V+1h 4,04143 4,61057 4,99750 5,37839 5,43115 5,47425 

dV/dx 50,028571 50,028571 50,028571 50,028571 50,028571 50,028571 

 Табл. 6. Результати обчислення похідних 3-го порядку за змінною x з використанням формули (10) 
залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the 3st-order derivatives for the variable x using 

formula (10) depending on the step h between the interpolation nodes 

V3[x] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V-2h 15,93486 8,93000 6,86000 5,71386 5,59690 5,50709 

V-1h 8,93000 6,86000 6,09786 5,59690 5,54038 5,49609 

V+1h 4,04143 4,61057 4,99750 5,37839 5,43115 5,47425 

V+2h 3,04000 4,04143 4,61057 5,27644 5,37839 5,46340 

dV/dx -194,857143 -194,857143 -194,857143 -194,857143 -194,857143 -194,857133 

 

Правильність обчислення похідної 3-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-

ченних різниць: 

 
3

3 3

[ 2 ] 2 [ ] 2 [ ] [ 2 ]

2
x x

d V V x h V x h V x h V x h

dx h′=

+ − + + − − −
≈

⋅
. (10) 

Результати обчислення похідних 3-го порядку, за-
лежно від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точ-

ки x', наведено в табл. 6. 
З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,005 об-

числена похідна 3-го порядку за змінною x, із викорис-
танням формули центральних скінченних різниць (10), 
практично збігається зі значенням (7), отриманим за до-
помогою інтерполяційного многочлена Тейлора 3-го 
степеня, тобто значення похідної обчислено правильно. 

Отже, наведено деякі особливості чисельного дифе-
ренціювання таблично-заданих функцій, з використанням 

многочлена Тейлора n-го степеня для однієї незалежної 
змінної в довільно розташованих вузлах інтерполяції. 
Встановлено, що для обчислення похідної k-го порядку 

від функції, заданої таблицею, за прийнятим значенням 

незалежної змінної x = x' потрібно виконати такі дії: за да-
ними таблично-заданої функції сформувати матричне рів-

няння, розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів 

інтерполянти; підставити у відповідний матричний вираз 
коефіцієнти інтерполянти та значення змінної x = x' і вико-

нати дії множення матриць, вказані у виразі. 

2.2. Чисельне диференціювання таблично-заданих 
функцій від двох незалежних змінних із використанням 
многочлена Тейлора n-го степеня. Загалом, функцію 
V = Vn[x1,x2], яку задано у табл. 7, можна подати аналі-
тично її інтерполянтою у вигляді многочлена Тейлора 
n-го степеня: 
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де 1 2[ , ]nT x x  – вектор-рядок Тейлора n-го степеня для 

двох незалежних змінних; тC  – вектор-стовпець коефі-
цієнтів інтерполянти, значення яких визначають шля-
хом розв’язання лінійного матричного рівняння: 

 т т т 1 т[ ] [ ]nT X C V C T X V−× = ⇒ = × , (12) 

де [ ]nT X  – матриця Тейлора n-го порядку, елементи 

якої визначають за вузловими точками таблично-зада-

ної функції; 1[ ]T X −  – матриця, обернена до матриці Тей-

лора; тV  – вузловий вектор-стовпець, який містить зна-
чення вузлів інтерполяції. 

Табл. 7. Загальний вигляд таблично-заданої функції від 
двох незалежних змінних / The general view  

of the table-specified function from two independent variable 

№ вузла 
Змінні 

1 2 … p … P 

x1 x1,1 x1,2 … x1,p … x1,P 

x2 x2,1 x2,2 … x2,p … x2,P 

V v1 v2 … vp … vP 

1. Частинні похідні 1-го порядку від многочлена Тей-
лора (11) за незалежними змінними x1 та x2 (за умови, 

що n ≥ 1), за аналогією з (4), визначають за одним із та-
ких матричних виразів: 
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 (13) 

де 
1

1
xD , 

2

1
xD  – матриці 1-го порядку диференціювання 

вектора-рядка Тейлора 1 2[ , ]nT x x , відповідно, за змінни-

ми x1 та x2 [18]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення частин-

них похідних 1-го порядку від функції, заданої у табл. 

7, за прийнятих значень незалежних змінних 1 1x x′=  та 

2 2x x′= , потрібно виконати такі дії: 
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● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (12), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-

терполянти; 
● підставити у матричні вирази (13) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 1 1x x′= , 2 2x x′=  і 
виконати дії множення матриць, вказані у виразах. 

2. Частинні похідні 2-го порядку та мішану похідну 

від многочлена Тейлора (11) за незалежними змінними 

x1 та x2 (за умови, що n ≥ 2) визначають за одним із та-

ких матричних виразів: 
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(14) 

де 
1 1 1

2 1 1
x x xD D D= × , 

2 2 2

2 1 1
x x xD D D= × , 

1 2 1 2

2 1 1
x x x xD D D= ×  – матри-

ці 2-го порядку диференціювання вектора-рядка Тейло-

ра 1 2[ , ]nT x x , відповідно, за змінними x1 та x2 [48]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення частин-

них похідних 2-го порядку та мішану похідну від фун-

кції, заданої у табл. 7, за прийнятих значень незалежних 

змінних 1 1x x′=  та 2 2x x′=  потрібно виконати такі дії: 

● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (12), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-

терполянти; 
● підставити у матричні вирази (14) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 1 1x x′= , 2 2x x′=  і 
виконати дії множення матриць, вказані у виразах. 

3. Частинні та мішані похідні 3-го порядку від мно-

гочлена Тейлора (11) за незалежними змінними x1 та x2 

(за умови, що n ≥ 3) визначають за одним із таких мат-
ричних виразів: 
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де 
1 1 1

3 2 1
x x xD D D= × , 

2 2 2

3 2 1
x x xD D D= × , 2

1 2 121

3 2 1
x x xx x

D D D= × , 

2
1 2 21 2

3 2 1
x x xx x

D D D= ×  – матриці 3-го порядку диференціюван-

ня вектора-рядка Тейлора 1 2[ , ]nT x x , відповідно, за змін-

ними x1 та x2 [18]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення значень 

частинних і мішаних похідних 3-го порядку від функції, 
заданої у табл. 7, за прийнятих значень незалежних 

змінних 1 1x x′=  та 2 2x x′= , потрібно виконати такі дії: 

● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (12), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-

терполянти; 
● підставити у матричні вирази (13) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 1 1x x′= , 2 2x x′=  і 
виконати дії множення матриць, вказані у виразах. 

4. Розглянемо деякі постановки задач чисельного 

диференціювання таблично-заданих функцій від двох 

незалежних змінних із використанням многочлена Тей-

лора n-го степеня та алгоритм їх розв’язання на кон-

кретних прикладах. 

Приклад 2. Потрібно обчислити значення частинних 

похідних 1-го і 2-го порядків і мішану похідну від фун-

кції V = V2[x1,x2], заданої у табл. 8, за прийнятих зна-

чень незалежних змінних x1 = 15 та x2 = 70. 

Табл. 8. Значення таблично-заданої функції від двох 
незалежних змінних / The value of the table-specified function 

from two independent variables 

№ вузла 

Змінні 
1 2 3 4 5 6 

x1 -10 -10 -10 5 5 20 

x2 46 68 95 62 84 74 

V 10 14 26 12 18 14 

Розв’язавши матричне рівняння (12), сформоване з 
числових значень таблично-заданої функції, отримаємо 

коефіцієнти інтерполянти (11), поданої у вигляді мно-

гочлена Тейлора 2-го степеня. Коефіцієнти інтерполян-

ти подамо у вигляді вектора-рядка з числовими елемен-

тами: 

 21.3887 0.3150 0.4829 0.0033 0.0054 0.0107C = − − .(16) 

Значення частинних похідних 1-го, 2-го порядків і 
мішаної похідної від інтерполянти V = V2[x1,x2] за прий-

нятих значень незалежних змінних 1 1x x′=  = 15 та 

2 2x x′=  = 70 знаходимо за формулами (13) і (14): 
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Правильність обчислення частинних похідних 1-го 

порядку за змінними x1 та x2 перевіримо з використан-

ням формул центральних скінченних різниць [47], ст. 
635, (8.3), а саме: 
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Результати обчислення частинних похідних 1-го по-

рядку за змінними x1 та x2 залежно від кроку h між вуз-
лами інтерполяції в околі точки 1 1x x′=  та 2 2x x′= , наве-

дено в табл. 9 і табл. 10. Розрахунки виконано в середо-

вищі Excel, які за аналогією можна успішно реалізувати 

й в будь-якому іншому обчислювальному середовищі. 
З даних цих таблиць видно, що за кроку h = 0,001 

обчислені частинні похідні 1-го порядку за змінними x1 

та x2 із використанням формул центральних скінченних 

різниць (22) і (23) практично збігаються зі значеннями 

(17) і (18), отриманими за допомогою інтерполяційного 

многочлена Тейлора 2-го степеня, тобто значення час-
тинних похідних обчислено правильно. 

Правильність обчислення частинних похідних 2-го 

порядку та мішаної похідної за змінними x1 та x2 переві-
римо з використанням формул центральних скінченних 

різниць [47], ст. 637, (8.10), а саме: 
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Результати обчислення частинних похідних 2-го по-

рядку та мішаної похідної, залежно від кроку h між вуз-
лами інтерполяції в околі точки 1 1x x′=  та 2 2x x′=  наве-

дено в табл. 11, табл. 12 і табл. 13. 

З даних цих таблиць видно, що за кроку h = 0,001 об-

числені частинні похідні 2-го порядку та мішана похідна 
за змінними x1 та x2 із використанням формул централь-
них скінченних різниць (24)–(26) практично збігаються зі 
значеннями (19)–(21), отриманими за допомогою інтер-

поляційного многочлена Тейлора 2-го степеня, тобто 

значення похідних обчислено правильно. 

 

Табл. 9. Результати обчислення частинних похідних 1-го порядку за змінною x1 з використанням формули (22) 
залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the partial derivatives of the 1st order by the variable 

x1 using formula (22) depending on the step h between the interpolation nodes 

V1[x1,x2] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 0,0001 

V-1,0 13,29794 13,29665 13,29602 13,29553 13,29546 13,29542 13,29540 

V+1,0 13,29300 13,29419 13,29479 13,29528 13,29534 13,29539 13,29540 

∂V/∂x1 -0,012341 -0,012341 -0,012341 -0,012341 -0,012341 -0,012341 -0,012341 



Ukrainian Journal of Information Technology, 2023, vol. 5, No. 1 34 

Табл. 10. Результати обчислення частинних похідних 1-го порядку за змінною x2 з використанням формули (23) 

залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the partial derivatives of the 1st order by the variable 

x2 using formula (23) depending on the step h between the interpolation nodes яції 

V1[x1,x2] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V0,-1 13,25825 13,27677 13,28607 13,29354 13,29447 13,29522 

V0,+1 13,33298 13,31414 13,30476 13,29727 13,29634 13,29559 

∂V/∂x2 0,186834 0,186834 0,186834 0,186834 0,186834 0,186834 

 

 Табл. 11. Результати обчислення частинних похідних 2-го порядку за змінною x1 з використанням формули (24) 

залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the partial derivatives of the 2nd order by the variable 

x1 using formula (24) depending on the step h between the interpolation nodes  

V2[x1,x2] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V-1,0 13,29794 13,29665 13,29602 13,29553 13,29546 13,29542 

V0,0 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 

V+1,0 13,29300 13,29419 13,29479 13,29528 13,29534 13,29539 

∂2V/∂x1
2 0,00325431 0,00325431 0,00325431 0,00325431 0,00325431 0,00325431 

 

Табл. 12. Результати обчислення частинних похідних 2-го порядку за змінною x2 з використанням формули (25) 

залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of the partial derivatives of the 2nd order by the variable 

x2 using formula (25) depending on the step h between the interpolation nodes 

V2[x1,x2] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V0,-1 13,25825 13,27677 13,28607 13,29354 13,29447 13,29522 

V0,0 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 13,29540 

V0,+1 13,33298 13,31414 13,30476 13,29727 13,29634 13,29559 

∂2V/∂x2
2 0,01071944 0,01071944 0,01071944 0,01071944 0,01071944 0,01071944 

 Табл. 13. Результати обчислення мішаних похідних 2-го порядку за змінними x1 та x2 з використанням формули (26) 

залежно від кроку h між вузлами інтерполяції / The results of the calculation of mixed derivatives of the 2nd order by the variables x1 

and x2 using formula (26) depending on the step h between the interpolation nodes 

V2[x1,x2] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 

V-1,-1 13,26057 13,27797 13,28668 13,29366 13,29453 13,29523 

V-1,+1 13,33573 13,31544 13,30539 13,29740 13,29640 13,29560 

V+1,-1 13,25606 13,27561 13,28548 13,29341 13,29441 13,29520 

V+1,+1 13,33037 13,31287 13,30413 13,29715 13,29628 13,29558 

∂2V/∂x1x2 -0,00537346 -0,00537346 -0,00537346 -0,00537346 -0,00537346 -0,00537346 

 

Приклад 3. Потрібно обчислити значення частинних 

похідних 1-го, 2-го й 3-го порядків, а також, відповідно, 
мішаних похідних від функції V = V3[x1,x2], заданої у 

табл. 14, за прийнятих значень незалежних змінних  

x1 = 15 та x2 = 70. 

Табл. 14. Значення таблично-заданої функції від 

двох незалежних змінних / The value of the table-specified 
function from two independent variables 

№ вузла 
Змінні 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

x1 -10 -10 -10 5 5 20 -5 -5 10 15 

x2 46 68 95 62 84 74 23 98 20 57 

V 10 14 26 12 18 14 9 22 8 13 

Інтерполяційну функцію, задану у табл. 14, подамо 

у вигляді многочлена Тейлора 3-го степеня для двох не-
залежних змінних такого вигляду: 

 

2 2
1 2 1 21 23

1 2 0 1 2 3 4 5

3 2 2 3
2 11 1 2 2 3 т

6 7 8 9 1 2 #

[ , ]
1! 1! 2! 1! 1! 2!

[ , ] ,
2! 2! 1! 1! 2! 3!

x x x x x x
V x x c c c c c c

x x x x x x
c c c c T x x C

= + + + + + +

+ + + + = ×

, (27) 

де 
2 2 3 2 2 3

1 2 1 2 2 11 2 1 1 2 23
1 2[ , ] 1

1! 1! 2! 1! 1! 2! 2! 2! 1! 1! 2! 3!

x x x x x x x x x x x x
T x x =  – 

вектор-рядок Тейлора 3-го степеня для двох незалеж-

них змінних; 
тт

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9C c c c c c c c c c c=  – 

вектор-стовпець коефіцієнтів інтерполянти, для визна- 

чення яких використовують лінійну систему алгебрич-

них рівнянь (28). 

Розв’язавши систему рівнянь (28), сформовану з чи-

слових значень таблично-заданої функції (табл. 14), от-

римаємо її корені, які водночас і будуть коефіцієнтами 

інтерполянти, поданої у вигляді многочлена Тейлора 3-

го степеня (27). 

Значення частинних похідних 1-го, 2-го й 3-го поряд-

ків, а також відповідні мішані похідні від інтерполянти 

V = V3[x1,x2], за прийнятих значень незалежних змінних 

1 1x x′=  = 15 та 2 2x x′=  = 70, знаходимо за формулами (13), 

(14) і (15), а обчислені результати показано у матричних 

виразах (29)–(37). Розрахунки виконано в середовищі Ex-
cel, які за аналогією можна успішно реалізувати й в будь-

якому іншому обчислювальному середовищі. 
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∂
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∂ ∂
, (37) 

де матриці 1-го, 2-го і 3-го порядків диференціювання 

вектора-рядка Тейлора, відповідно, за змінними x1 та x2 

мають такий вигляд: 
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 3
2

3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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x
D =

1

; (44) 

Правильність обчислення частинних похідних 1-го і 
2-го порядків, а також мішаної похідної 2-го порядку, 
за змінними x1 та x2, перевіримо, з використанням фор-
мул центральних скінченних різниць (22)–(26). Водно-
ас, правильність обчислення частинних і мішаних по-
хідних 3-го порядку, за змінними x1 та x2, перевіримо з 
використанням формул центральних скінченних різ-
ниць (47)–(50). 
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 2
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1

. (46) 

Допитливому читачеві пропонуємо самостійно ви-

конати обчислення частинних похідних 1-го і 2-го по-

рядків, а також мішаної похідної 2-го порядку від мно-

гочлена Тейлора 3-го степеня (27), за змінними x1 та x2,  

із використанням формул центральних скінченних різ-

ниць (22)–(26). Аналогічно можна обчислити частинні 

та мішані похідні 3-го порядку, залежно від кроку h, 

між вузлами інтерполяції в околі точки 1 1x x′=  та 

2 2x x′= , із використанням формул центральних скінчен-

них різниць (47)–(50). 
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Отже, наведено деякі особливості чисельного дифе-
ренціювання таблично-заданих функцій з використан-

ням многочлена Тейлора n-го степеня для двох неза-

лежних змінних у довільно розташованих вузлах інтер-

поляції. Встановлено, що для обчислення частинних 

похідних k-го порядку від функції, заданої таблицею, за 

прийнятими значеннями незалежних змінних x1 = x'1 та 
x2 = x'2, потрібно виконати такі дії: за даними таблично-

заданої функції сформувати матричне рівняння, розв’я-

зати його та отримати значення коефіцієнтів інтерпо-

лянти; підставити у відповідний матричний вираз ко-

ефіцієнти інтерполянти та значення незалежних змін-

них x1 = x'1 та x2 = x'2 і виконати дії множення матриць, 

вказані у виразі. 

2.3. Чисельне диференціювання таблично-заданих 

функцій від багатьох незалежних змінних, із викорис-
танням многочлена Тейлора. Загалом, функцію 

[ , 1, ] [ ]iV V x i M V X= = = , яку задано у табл. 1, можна пода-

ти аналітично її інтерполянтою у вигляді многочлена 

Тейлора: 
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0 1 1

1 2 т
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[ ] ...
1! 1! 2!

... [ ] ,
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Mn
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n
M n

M p n

x x x
V V X c c c c

x x x
c c T X C

n

+

+

= = + + + + +

+ + + = ×

 (51) 

де [ , 1, ] [ ]n
iT x i M T X= =  – вектор-рядок Тейлора n-го сте-

пеня для багатьох незалежних змінних; тC  – вектор-

стовпець коефіцієнтів інтерполянти, значення яких виз-
начають шляхом розв’язання такого лінійного матрич-

ного рівняння: 

 т т т 1 т[ ] [ ]nT X C V C T X V−× = ⇒ = × , (52) 

де [ ]nT X  – матриця Тейлора n-го порядку, елементи 

якої визначають за вузловими точками таблично-зада-

ної функції 1, 2,[ [ , ], 1, ]p p pX X x x p P= = = ; 1[ ]T X −  – матри-

ця, обернена до матриці Тейлора; тV  – вузловий вектор-

стовпець, який містить значення вузлів інтерполяції. 
1. Частинні похідні 1-го порядку від многочлена 

Тейлора (51), за багатьма незалежними змінними 

[ , 1, ]iX x i M= = , визначають за такою формулою: 
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 (53) 

де 1 1[ , 1, ]
ixX

D D i M= =  – матриці 1-го порядку диференці-

ювання вектора-рядка Тейлора [ ]nT X , відповідно, за 

змінними [ , 1, ]iX x i M= =  [18]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення частин-

них похідних 1-го порядку від функції, заданої у 

табл. 1, за прийнятих значень незалежних змінних 

'X X= ⇒  [ , 1, ]i ix x i M′= = ,  потрібно виконати такі дії: 

● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (52), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-
терполянти; 

● підставити у матричний вираз (53) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 'X X=  і викона-

ти дії множення матриць, вказані у виразі. 

2. Частинні похідні 2-го порядку та мішану похідну 

від многочлена Тейлора (51), за багатьма незалежними 

змінними, [ , 1, ]iX x i M= =  визначають за одним із таких 

матричних виразів: 
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 (54) 

де 2 2[ , 1, ]
ixX

D D i M= = , 2 2[ , , 1, : ]
i jx xX X

D D i j M i j′ ′′ = = ≠  – матри-

ці 2-го порядку диференціювання вектора-рядка Тейло-

ра [ ]nT X , відповідно, за змінними X X ′= ⇒  

[ , 1, ]i ix x i M′= = , або аналогічними змінними X X ′′= ⇒  

[ , 1, ]j jx x j M′′= =  [18]. 

З огляду на зазначене вище, для обчислення частин-

них похідних 2-го порядку та мішаної похідної від фун-

кції, заданої у табл. 1, за прийнятих значень змінних 

'X X= ⇒  [ , 1, ]i ix x i M′= = , потрібно виконати такі дії: 

● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (52), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-

терполянти; 

● підставити у матричні вирази (54) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 'X X=  і викона-

ти дії множення матриць, вказані у виразах. 

3. Частинні та мішані похідні 3-го порядку від мно-

гочлена Тейлора (51), за багатьма незалежними змінни-

ми [ , 1, ]iX x i M= = , визначають за одним з таких матрич-

них виразів: 
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3 ,]k l= −  – матриці 3-го порядку диференціювання век-

тора-рядка Тейлора [ ]nT X , відповідно, за змінними 

[ , 1, ]i iX X x x i M′ ′= ⇒ = = , або аналогічними змінними 

[ , 1, ]j jX X x x j M′′ ′′= ⇒ = = . 

З огляду на зазначене вище, для обчислення частин-

них і мішаних похідних 3-го порядку від функції, зада-
ної у табл. 1, за прийнятих значень незалежних змінних 

'X X= ⇒  [ , 1, ]i ix x i M′= =  потрібно виконати такі дії: 

● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (52), 

розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-
терполянти; 

● підставити у матричні вирази (55) отримані коефіцієнти 

інтерполянти тC  та числові значення 'X X=  і викона-

ти дії множення матриць, вказані у виразах. 

Отже, наведено деякі особливості чисельного дифе-
ренціювання таблично-заданих функцій,  з використан-

ням многочлена Тейлора n-го степеня для багатьох не-
залежних змінних у довільно розташованих вузлах ін-

терполяції. Встановлено, що для обчислення частинних 

і мішаних похідних k-го порядку від функції, заданої 
таблицею, за прийнятими значеннями незалежних змін-

них, потрібно виконати такі дії: за даними таблично-за-

даної функції сформувати матричне рівняння, розв’яза-

ти його та отримати значення коефіцієнтів інтерполян-

ти; підставити у відповідний матричний вираз коефі-
цієнти інтерполянти та значення незалежних змінних і 
виконати дії множення матриць, вказані у виразі. 

Обговорення результатів дослідження. Чисельне 

диференціювання табличних функцій є цікавою темою 

в сфері чисельного аналізу. Це виникає у багатьох інже-
нерних задачах, насамперед в їхніх математичних моде-
лях станів об’єктів, процесів і явищ [10]. Основна скла-

дність чисельного диференціювання табличних фун-

кцій полягає у тому, що така процедура є некоректною, 

тобто малі помилки у вхідних даних можуть призвести 

до значних помилок  під час наближеного обчислення 

похідних [33]. За останні роки у відкритому друці та 
мережі Інтернет було наведено широкий набір обчис-
лювальних методів для вирішення проблеми чисельно-

го диференціювання табличних функцій [8]. Згідно з 
наявними методами регуляризації, нові методи можна 

класифікувати на методи різниць, методи пом’якшення, 
методи усічення та методи Тихонова. 

Більшість дослідників зосереджували свою увагу на 

одновимірному випадку, однак було опубліковано де-
кілька праць, у яких розглянуто багатовимірні випадки 

[40]. В цих роботах на підставі апроксимації радіальних 

базисних функцій [62] автори використали напівнорму 

в глобальному просторі як функціонал регуляризації на 

кінцевому інтервалі. Розв’язуючи чисельно функціонал 

згладжування, було побудовано алгоритм регуляризації 
на підставі функції Гріна [60]. Наприклад, у роботі [63] 

наведено алгоритм регуляризації для реконструкції чи-
сельних похідних із двовимірних розсіяних і водночас 
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зашумлених даних на підставі теорії апроксимації 
сплайнів тонких пластин. 

Внаслідок виконання дослідження отримано такі ос-
новні наукові результати: розроблено метод чисельно-

го диференціювання таблично-заданих функцій, з вико-

ристанням многочлена Тейлора n-го степеня від однієї 
та багатьох незалежних змінних у довільно розташова-

них вузлах інтерполяції. Особливу увагу зосереджено 

на матричному методі обчислення похідних k-го поряд-
ку, основою якого є матриця диференціювання рядка 

Тейлора n-го степеня і стовпець коефіцієнтів відповід-

ної інтерполянти. Наведено результати обчислення по-

хідних k-го порядку від інтерполянт, заданих многочле-
ном Тейлора n-го степеня для відповідної кількості вуз-
лових точок. Зроблено перевірку правильності обчис-
лення похідних k-го порядку, з використанням відповід-

них формул центральних скінченних різниць. 

Отже, за результатами виконаної роботи можна сфор-
мулювати  наукову новизну та практичну значущість 

результатів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – вперше розроблено метод чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій від однієї, двох і ба-
гатьох незалежних змінних у довільно розташованих 
вузлах інтерполяції, сутність якого зводиться до добутку 
трьох матриць – вектора-рядка Тейлора n-го степеня, 
визначеного за прийнятим значенням незалежної змін-
ної, на матрицю k-го порядку його диференціювання (k 

≤ n) і на вектор-стовпець коефіцієнтів інтерполяційного 
многочлена Тейлора n-го степеня. 

Практична значущість результатів дослідження – 
розроблені алгоритми та методи чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій від однієї, двох і ба-
гатьох незалежних змінних, із використанням многоч-
лена Тейлора n-го степеня можна застосувати в практи-
ці як математичного моделювання, так і комп’ютерної 
графіки для оброблення зображень. Основна складність 
полягає у тому, що малі похибки у встановленні зна-
чень функції можуть призвести до значних помилок під 
час обчислення похідних. 

=OBVQ_bO./.Conclusions.
Розроблено методику чисельного диференціювання 

таблично-заданих функцій, із використанням многочле-
на Тейлора n-го степеня, яка дає можливість обчислю-

вати похідні k-го порядку (k ≤ n) в будь-яких точках між 
довільно розташованими вузлами інтерполяції від од-

нієї, двох і багатьох незалежних змінних. За результата-

ми дослідження можна зробити такі висновки. 
1. Проаналізовано останні дослідження та публіка-

ції, що дало змогу встановити складність задачі обчис-
лення похідних від функції за значеннями незалежних 

змінних на деякому інтервалі значень таблично-заданої 
функції. З’ясовано, що багатьма дослідниками розроб-

лено потужний математичний апарат, який можна вико-

ристовувати для розв’язання широкого кола задач як 

наукового, так і прикладного типу. Однак основна час-
тка досліджень – це строга теорія чисельного диферен-

ціювання табличних функцій, тобто уточнення її фун-

даментальних математичних положень. 
2. Наведено постановку задачі чисельного диферен-

ціювання таблично-заданих функцій, із використанням 
многочлена Тейлора n-го степеня від однієї, двох і ба-

гатьох незалежних змінних. Встановлено, що будь-яку 
таблично-задану функцію спочатку потрібно згладити 
деякою функцією, аналітичний вираз якої є глобальним 
(локальним) інтерполяційним многочленом або многоч-
леном, який отримано за МНК із деякою похибкою. Під 
похідною від такої таблично-заданої функції розуміють 
похідну від її інтерполянти. Некоректність процедури 
чисельного диференціювання таблично-заданих функцій 
в тому, що близькість дійсної та загладжуваної функцій 
не гарантує близькості їх похідних. 

3. З’ясовано особливості чисельного диференціюван-
ня таблично-заданих функцій, з використанням многоч-
лена Тейлора n-го степеня в довільно розташованих вуз-
лах інтерполяції. Розроблено метод чисельного диферен-
ціювання таблично-заданих функцій, сутність якого зво-
диться до добутку вектора-рядка Тейлора n-го степеня на 
матрицю k-го порядку його диференціювання (k ≤ n) і на 
вектор-стовпець коефіцієнтів інтерполянти. 

4. Наведено деякі постановки задач чисельного ди-
ференціювання таблично-заданих функцій, із викорис-
танням многочлена Тейлора n-го степеня, відповідні ал-
горитми їх розв’язання та конкретні приклади реаліза-
ції. Встановлено, що для обчислення похідної k-го по-
рядку від таблично-заданої функції за прийнятим зна-
ченням незалежної змінної x = x' потрібно виконати такі 
дії: за даними таблиці сформувати матричне рівняння, 
розв’язати його та отримати значення коефіцієнтів ін-
терполянти; підставити у відповідний матричний вираз 
коефіцієнти інтерполянти та значення змінної x = x' та 
виконати дії множення матриць, вказані у виразі. 

5. Здійснено перевірку правильності виконання роз-
рахунків, із використанням відповідних центральних 
різницевих формул. Встановлено, що обчислені похідні 
k-го порядку, з використанням формул центральних 
скінченних різниць, практично  збігаються зі значення-
ми, отриманими за допомогою інтерполяційного мно-
гочлена Тейлора n-го степеня, тобто значення похідних 
обчислено правильно. 
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NUMERICAL.DIFFERENTIATION.OF.TABLE-GIVEN.FUNCTIONS..
AT.ARBITRARILY.LOCATED.INTERPOLATION.NODES.

A methodology has been developed for numerically differentiating table-given functions using a Taylor polynomial of 

degree n, which enables the computation of k-th order derivatives (k ≤ n) at any point between arbitrarily located 
interpolation nodes in one, two, or multiple independent variables. Recent research and publications have been analysed, 

allowing for the assessment of the task complexity of computing derivatives of a function based on the values of 
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independent variables within a certain interval of a table-given function. The formulation of the problem of numerical 

differentiation of periodic table-given functions using the Taylor polynomial of the nth order from one, two, and multiple 
independent variables is described. It is established that any tabulated function should be initially smoothed by some 

function whose analytical expression is a global (local) interpolating polynomial or a polynomial obtained by least squares 
approximation with some error. The derivative of such a table-given function is understood as the derivative of its 

interpolant. A method of numerical differentiation of table-given functions is developed, the essence of which is reduced 

to the product of the Taylor row vector of the n-th degree by the matrix of the k-th order of its differentiation (k ≤ n) and 

on the column vector of the coefficients of the corresponding interpolant. 
Some problem formulations of numerical differentiation of table-given functions using Taylor polynomials of degree 

n, corresponding solution algorithms, and specific implementation examples are provided. It has been established that to 
compute the k-th order derivative of a table-given function at a given value of the independent variable, the following 

steps need to be performed: based on the given table data, form a matrix equation, solve it to obtain the coefficients of the 
interpolant; substitute into the corresponding matrix expression the obtained interpolant coefficients and the independent 

variable value, and perform the matrix multiplication operations specified in the expression. The verification of the 
accuracy of the calculations using the appropriate central difference formulas was made. It was established that the 

calculated derivatives of the k-th order using the formulas of central finite differences practically coincide with the values 
obtained using the Taylor polynomial interpolation of the n-th order, that is, the values of the derivatives are calculated 

correctly. 

Keywords: taylor polynomial, smoothing functions, interpolation of tabular functions, formulas of central finite differ-
ences, calculation of derivatives. 
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