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Запропоновано для задачі локалізації сенсорних мереж використати метод мультилатерації. Ця задача може 

бути вирішена, якщо кожний нод буде мати у своєму складі GPS приймач. Але такі ноди дорожчі і для мереж різ-

ного призначення можна використовувати ноди без наявності GPS. Для таких мереж застосовуються так звані які-

рні ноди, координати яких відомі. Вони складають деякий відсоток від загальної кількості нодів. Вони використо-

вуються для знаходження координат решти нодів, які входять до складу мережі. Якщо застосовуються тільки які-

рні ноди для задачі позиціонування, то такі мережі називаються некооперативні мережі. Якщо в позиціонуванні 

нодів приймають участь всі ноди, то такі мережі називаються кооперативними. Опимано методи розв’язку задачі 

локалізації сенсорних мереж, такі як: метод трилатерації, мультилатерації. Проаналізовано методи визначення ві-

дстаней між нодами сенсорної мережі, а саме: TDOA, DOA, TOA, RTT, RSSI. Розроблено алгоритм моделювання 

процесу локалізації сенсорних мереж методом мультилатерації. Побудовано імітаційну модель для дослідження 

впливу метода мультилатерації на точність визначення координат нодів. Проведені експерименти з розробленою 

моделлю і отримані результати цих досліджень. Кількість якірних нодів змінювалася і обчислювалась при цьому 

похибка позиціонування. Для більшої статистичної значимості експерименти повторювалися певну кількість разів 

при зміні початкового значення генератора рівномірно розподілених випадкових чисел і підраховувалося при 

цьому середнє значення похибки локалізації, а також мінімальне та максимальне значення. Отримані статистичні 

дані відображені у вигляді відповідних графіків. 

Ключові слова: GPS, сенсорна мережа, нод, мультилатерація. 

=BDEG./.Introduction.

Сенсорні мережі набули широкого використання в 

різних галузях народного господарства. Вони є складо-

вими елементами IoT, IWSN, систем моніторингу на-

вколишнього середовища, різних SMART систем управ-

ління містами, будинками тощо [1]. Вони є самоорга-

нізуючими системами. Це означає, що при їх розгор-

танні самі елементи (ноди), спілкуючись один із одним, 

визначають як своє місцезнаходження, так і структуру 

взаємодії між собою при передачі інформації на вузол 

збирання і оброблення інформації. Розглядають такі 

типи алгоритмів, які можуть бути реалізовані у WSN 

[2]: 

● Централізовані – коли алгоритми виконуються на 
центральному вузлі. Такі алгоритми не дуже по-
ширені, оскільки витрати на отримання інформа-
ції про мережу загалом достатньо великі. 

● Розподілені алгоритми – це алгоритми, які вико-
нуються на різних нодах і використовують техні-

ку передачі повідомлень. 
● Локалізовані алгоритми – це алгоритми, які ви-

конуються на окремих нодах і використовують 
локальну інформацію про мережу (в околицях 

нода), а не глобальну інформацію про мережу. 

Серед базових сервісів, які можуть бути використані 

різними алгоритмами, можна виділити: 

● Локалізація. Знаходження географічного поло-
ження нодів WSN у випадку випадкового їх роз-
міщення. 

● Розміщення нодів. Детерміністичне розміщення 
нодів із метою забезпечення покриття відповід-
ного простору при мінімальних витратах на елек-
троенергію [3–5]. 

● Контроль щільності. Основна мета розміщення 
нодів полягає у економії енергії за допомогою ал-
горитму керування щільністю [6–9]. 

Одним із основних сервісів, який може використо-

вуватися різними алгоритмами, є знаходження коорди-

нат розташування нодів. Ця задача називається задачею 

локалізації сенсорних мереж. Розрізняють кооперативні 

і некооперативні сенсорні мережі. В кооперативних се-
нсорних мережах при вирішенні задачі локалізації при-

ймають участь всі ноди сенсорної мережі. В некоопера-

тивних сенсорних мережах при вирішенні задачі лока-

лізації приймають участь тільки, так звані, якірні ноди, 

координати яких відомі. Постає питання, який процент 

якірних нодів серед всіх нодів повинен бути, щоби ви-

значити координати всіх нодів, і скільки якірних нодів 

необхідно використовувати при визначенні координат 

інших нодів, щоб досягти бажаної точності. 

Об’єкт дослідження – сенсорні мережі. 

Предмет дослідження – метод мультилатерації для 

визначення координат нодів. 
Мета роботи – дослідити вплив кількості якірних 

нодів на точність визначення координат нодів. 

Для досягнення зазначеної мети визначені такі ос-

новні завдання дослідження: 

● провести аналіз робіт із застосування методів ло-
калізації в сенсорних мережах; 
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● побудувати імітаційну модель, яка використовує 
метод мультилатерації для визначення координат 
нодів; 

● провести експерименти з побудованою моделлю, 
щоб визначити вплив на точність визначення ко-
ординат нодів кількості якірних нодів, які при-
ймають участь у визначенні координат; 

● провести аналіз отриманих результатів. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Реалі-

зація задачі локалізації може здійснюватися централі-

зовано, або розподіллено. При централізованій локалі-

зації всі обчислення відбуваються у кореневому ноді, 

який є центром збирання інформації [2]. Такий спосіб 

не потребує обчислювальних потужностей у самих но-

дах і здешевлює вартість мережі та її розгортання. При 

розподіленій локалізації кожен нод обчислює свої ко-

ординати [10–13]. 

В роботі [15] представлений алгоритм мультилате-

раційної локалізації в WSN. Для визначення відстані 

між сенсорними вузлами авторами використовувався 

метод вимірювання RSSI. Розроблений алгоритм моде-

люється, а потім реалізується в реальній сенсорній логі-

стичній мережі для транспортування їжі. Результати те-

стування показали, що алгоритм мультилатерації із RSSI 

відповідає вимогам логістичних програм. 

У роботі [16] автори пропонують для реалізації за-

дачі локалізації сенсорних мереж алгоритм DV-Hop. 

Запропонований алгоритм використовує вагові коефіці-

єнти, які враховують вплив різних факторів, таких як 

кількість якірних нодів, радіус зв’язку та найближчий 

якірний нод для визначення розташування невідомого 

вузла. Результати моделювання та теоретичного аналізу 

підтверджують, що запропонований алгоритм перевер-

шує традиційний алгоритм DV-Hop із боку помилки 

локалізації та потужності. 

В роботі [17] проводиться оцінювання чотирьох 

найпоширеніших методів локалізації в сенсорних ме-

режах, а саме Trilateration, Centroid, MinMax та Multi-

lateration. Розглядається математичний опис досліджу-

ваних методів із метою оцінки їх складності, а також 

практична реалізація на інструменті моделювання 

Cooja. Оцінюються досліджувані методи з боку кілько-

сті розгорнутих сенсорних нодів та їх ступені мобіль-

ності з метою виявити найбільш прийнятний метод ло-

калізації для конкретного випадку розгортання. Також 

надаються пропозиції щодо покращення найбільш від-

повідного методу локалізації. 

В роботі [18] пропонується для задачі локалізації 

сенсорної мережі використовувати центроїдний алго-

ритм на основі середньої ваги (AWBCL). AWBCL ви-

користовує ваги, які залежать від середнього розрахун-

кового значення розташування сенсорних нодів і фак-

тичного положення нода. Проведені авторами експери-

менти доводять, що AWBCL має кращу точність пози-

ціонування та зменшену помилку розташування, ніж 

звичайний простий алгоритм WCL. 

У роботі [19] авторами замість традиційного центро-
їдного алгоритму, який широко використовується для 

локалізації бездротових сенсорних мереж завдяки прос-

тоті обчислень, пропонується центроїдний алгоритм, 

який враховує інформацію RSSI. Результати моделю-

вання показують, що в порівнянні з традиційним 

центроїдним алгоритмом локалізації, метод зваженого 

центроїда на основі RSSI дає кращу точність позиціо-

нування, що забезпечує ефективне рішення задачі лока-

лізації для великомасштабних бездротових сенсорних 

мереж. 

У роботі [20] проводиться порівняння ефективності 

двох алгоритмів локалізації – DV Hop і центроїдний. 

Результати моделювання показали, що алгоритм DV-

Hop забезпечує кращу точність визначення положення 
невідомих нодів у бездротовій сенсорній мережі, аніж 

простий Centroid. 

В роботі [21] пропонується метод локалізації нода 

WSN на основі ітераційного центроїдного алгоритму з 

використанням оцінки RSSI. Результати моделювання 

показують, що запропонований метод має кращу точ-

ність позиціонування та стійкість до шуму, а також під-

ходить для визначення місцезнаходження великої кіль-

кості нодів WSN. 

"HJEKLDMDO.PQBKSPUHVVW.DM.X[.Q]^Q_Q`HVVW./.
Research.results.and.their.discussion.

Для обчислення координат нодів сенсорної мережі 

варто або знати відстані до нодів із відомими координа-
тами (якірні ноди), або кути до них. Методи, які вико-

ристовують відстані до відомих нодів, це методи трила-

терації, мультилатерації, ймовірностний метод, метод 

обмеження квадрату. В методі трилатерації для знахо-

дження координат невідомого ноду використовуються 

три ноди з відомими координатами. Це відображено на 

рис. 1, де (хі, уі) – координати відомих нодів; (х, у) – ко-

ординати нода, які варто знайти; di – визначені відстані 

до нодів із відомими координатами; ri=di-ei – похибка 

вимірювання відстані до і-го нода; residuals=r1+r2+r3 – 

залишкова похибка оцінки координат, яку варто мінімі-

зувати. В методі мультилатерації використовується бі-
льше трьох нодів із відомими координатами (рис. 2). В 

даній роботі будемо використовувати саме цей метод. 

Для визначення відстаней застосовуються такі ме-

тоди фізичних вимірювань: час затримки прибуття 

(TDOA), напрямок прибуття (DOA), час прибуття (TOA), 

час отримання відповіді (RTT) і отримана енергія сиг-

налу (RSSI). DOA можна оцінити, використовуючи різ-

ницю фаз, виміряну на приймальних датчиках [14], і за-

стосовується вона, коли джерело звуку випромінює ко-

герентний, вузькосмуговий сигнал. TDOA підходить для 

широкосмугової акустики локалізації джерела [6, 7]. 
В роботі розглядається двовимірна задача локаліза-

ції сенсорних мереж. Для двовимірного варіанту (2D) 

рішення задачі локалізації у сенсорних мережах мето-

дом мультилатерації полягає у рішенні системи нерів-

ностей (1), яка визначає множину точок області, де зна-

ходиться істинне положення відповідного ноду, та зна-

ходження оцінки положення ноду в цій області. Ця за-

дача не має єдиного розв’язку, який залежить як від ал-

горитму, який застосовується, так і від визначення мет-

рики критерію оптимізації [2]. 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2

 − + − <




− + − <

⋮

n n n

x x y y d

x x y y d

,                   (1) 

де (х, у) – координати ноду, положення якого визнача-

ється; (хі, уі) – координати відомих якірних нодів 
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( 1,=i n ), де n – кількість якірних нодів. 
i

d  – визначені 

відстані, які включають похибку ri (рис. 1), яка зале-

жить від методу фізичного вимірювання; 
i

d  можна 

представити як: 

( )2 22 ( )= − + − +
i i i i

d x x y y r .                    (2) 

Точність оцінки (error) будемо визначати як відстань 

між оціночним положенням ноду та його істинним по-

ложенням (3): 

2 2
¨ ¨

2 ˆ ˆ
   = − + −   
   

error x x y y ,                       (3) 

де ( )ˆ ˆ, x y  – координати оціночного положення ноду, а 

¨ ¨

,
 
 
 

x y  – координати істинного положення ноду. 

Основна мета роботи – дослідити, як змінюється то-

чність оцінки при застосуванні методу мультилатерації 

при збільшенні кількості якірних нодів, які приймають 

участь в оцінці положення ноду. Для цього була ство-

рена імітаційна модель процесу локалізації для окремо-
го ноду. Алгоритм моделювання полягав у наступному. 

Встановлюється початкове значення генератора рівно-

мірно розподілених випадкових чисел і воно за-

пам’ятовується. 

 

а                                                                 б 

Рис. 1. Метод трилатерації: a – невідповідність позицій і відстаней генерують систему з нескінченною множиною рішень;  

б – залишкова похибка оцінки координат / The method of trilateration: a) inconsistency of positions and distances generate a system 
with an infinite set of solutions; b) residual error of coordinate estimation 

 

Рис. 2. Метод мультилатерації / Multilateration method 

Генеруються координати нода, локалізацію якого 

слід визначити, використовуючи датчик рівномірно ро-

зподілених випадкових чисел у визначеній області, і 

який відображається візуально колом радіусом дії WiFi 
ноду, в центрі якого розміщений сам нод. 

В області кола генеруються координати якірних но-

дів ( ),  
і і
х у  із GPS, по яких буде визначатися локаліза-

ція ноду. Візуалізуються якірні ноди аналогічно попе-

редньому пункту, але радіусом кола, яке дорівнює від-

стані від якірного ноду до центра кола ноду, локаліза-

цію якого треба визначити, помноженої на коефіцієнт  

1 р, де р – похибка вимірювання відстані в реальних 

умовах. Знайдені відстані 
i

d  використовуються в пода-

льшому для знаходження кутових точок області, де 

знаходиться істинне положення ноду, координати якого 

оцінюються. 

Знаходиться розв’язок системи нерівностей (1). 

Знайдені координати кутових точок області знаходжен-

ня істинного положення ноду використовуються для 

знаходження оцінки координат положення ноду та ви-
значається похибка оцінювання error. 

До якірних нодів додається ще один і повторюються 

попередні кроки до досягнення заданої кількості якір-

них нодів, які приймають участь у процедурі локаліза-

ції ноду. 

Моделювання повторюється для різних початкових 

значень генератора випадкових чисел і усереднюються 

результати досліджень, тобто обчислюється математи-

чне сподівання похибки оцінки локалізації як функція 

від степені мультилатерації (кількості якірних нодів, які 

приймають участь у процедурі локалізації), а також 

знаходиться мінімальна і максимальна похибки. 

Залежності математичного сподівання похибки оці-

нки локалізації, мінімальне та максимальне значення 

похибки відображаються на відповідних графіках, за-

лежно від кількості якірних нодів. 

Для знаходження координат кутових точок області, 

де розташований нод, координати якого визначаються, 

використовувався певний алгоритм. 

Знаходяться розв’язки всіх систем із двох рівнянь, 

які отримуються з системи (1) шляхом перебору всіх 

можливих комбінацій із n до 2 та заміною нерівностей 

на рівняння. Кількість таких систем визначається (4): 

( )2

!

2! 2 !
=

−
n n

C
n

.                        (4) 



 !"$&()+!,- ./"($1 2(45"7$82-(,9 ;<9(515>2-, 2023, ;. 5, ? 1 (7) 89 

Знайдені рішення підставляються в систему (1). Ті 

рішення, які відповідають всім нерівностям (1) і є куто-

вими точками шуканої області. 

Оцінка координат ноду ( )ˆ ˆ, x y  визначається як сере-

днє арифметичне координат знайдених кутових точок 

області, в якій знаходиться істинне положення ноду, 

яке позначено як 
¨ ¨

,
 
 
 

x y . 

На рис. 3 відображено розташування ноду, коорди-
нати якого треба визначити – центр червоного кола, та 
координати якірних нодів – центри чорних кіл для ви-
падку трилатерації (три якірних нода). Радіуси чорних 

кіл відповідають визначеним відстанням 
i

d  шляхом 

вимірювань. Точка синього кольору відповідає отрима-
ній оцінці положення ноду. 

На рис. 4 відображено приклад розташування чоти-
рьох якірних нодів. 

 

 

Рис. 3. Приклад розташування трьох якірних нодів / An example of the arrangement of three anchor nodes 

 

Рис. 4. Приклад розташування чотирьох якірних нодів / An example of the arrangement of four anchor nodes 

Обговорення результатів дослідження. В роботі 
[21] проводилися експерименти із метою перевірки 

ефективності запропонованого алгоритму. 100 нодів 

випадковим чином розподілялися у двовимірній пло-

щині 100 × 100 м. У результаті моделювання процесу 

локалізації було виявлено, що коли щільність якірних 

нодів збільшується з 10 % до 30 %, помилка позиціону-

вання зменшується лише з 13,5 % до 8,1 % для тради-

ційного центроїдного алгоритму. Запропонований ме-

тод при тій самій щільності дає кращу точність та вищу 
степінь покриття. 

В роботі [20] проводилися експерименти на площі 

100 м х 100 м. Для 16 якірних нодів та 50 нодів, коор-

динати яких необхідно було визначити, DV-HOP алго-

ритм показав точність 1,1102, а центроїдний – 1,2853 

для діапазону зв’язку 30 м. 

В роботі [18] проводились експерименти на площі 

розгортання 100 м х 100 м і порівнювалися результати 

для різних алгоритмів локалізації. Так для звичайного 

простого алгоритму WCL для діапазону зв’язку 20 м мі- 

німальна, максимальна та середня похибка складає, від-

повідно, 0,2849, 2,3861, 1,1479, а для центроїдного ал-

горитму на основі середньої ваги (AWBCL) – 0,2311, 

0,5807, 0,40216, відповідно. 

В даній роботі проводились дослідження із розроб-

леною моделлю для оцінки впливу кількості якірних 

нодів, які використовуються для задачі локалізації, на 

степінь точності оцінки позиціонування нодів сенсор-

ної мережі. Використовувався центроїдний алгоритм. 

Нижче наведені результати експериментальних до-

сліджень, які проводились для різної кількості якірних 

нодів та кількості ітерацій. Кожна ітерація характеризу-

ється іншим розміщенням якірних нодів. Використову-

вався стандарт IEEE 802.15.4 (ZigBee) із радіусом дії 

1000 м. На рис. 5 відображені графіки залежності мате-

матичного сподівання похибки оцінки локалізації, мі-

німальне і максимальне значення похибки при зміні кі-

лькості якірних нодів від 3 до 7 для 1000 ітерацій та 

10 % похибки вимірювання відстаней 
i

d . 
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Рис. 5. Результати експериментальних досліджень при зміні кількості якірних нодів від 3 до 7 / Results of experimental studies when 

changing the number of anchor nodes from 3 to 7 

 

Рис. 6. Результати експериментальних досліджень при зміні кількості якірних нодів від 3 до 20 / Results of experimental studies when 

changing the number of anchor nodes from 3 to 20 

На рис. 6 відображені графіки залежності математич-

ного сподівання похибки оцінки локалізації, мінімальне 

і максимальне значення похибки при зміні кількості 

якірних нодів від 3 до 20 для 1000 ітерацій та 10 % по-

хибки вимірювання відстаней. 

Із графіків видно, що при збільшенні кількості якір-

них нодів, мінімальне значення коливається в межах 

0,1–0,55 м, максимальне значення зменшується до 17 м, 

а середнє значення зменшується експоненційно, і вже 

при 6 якірних нодах становить 10 м. 

Отже, за результатами роботи можна сформулювати 
таку наукову новизну і практичну значущість результа-

тів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів дослі-

дження – полягає у побудові імітаційної моделі, яка дає 

змогу визначити вплив кількості якірних нодів, які 

приймають участь у процесі локалізації, на точність 

оцінювання положення нодів сенсорної мережі. 

Практична значущість результатів дослідження – 

полягає у можливості оцінити кількість якірних нодів, 

необхідних при розгортанні сенсорної мережі при ви-

рішенні задачі локалізації з заданою точністю. 

=OBVQ_bO./.Conclusions.

Розроблено алгоритм моделювання процесу локалі-

зації сенсорних мереж методом мультилатерації. 

Побудовано імітаційну модель для дослідження 
впливу метода мультилатерації на точність визначення 

координат нодів. 

Проведено експерименти з розробленою моделлю і 

отримано результати цих досліджень. 

Зазначено, що дослідження показали, що для задові-
льної оцінки положення нодів у сенсорній мережі доста-
тньо 6 якірних нодів, і така кількість нодів є значною.  

Подальші дослідження можуть стосуватися визна-
чення необхідної кількості якірних нодів, залежно від 
площі покриття та щільності розташування нодів. Та-
кож необхідно дослідити вплив на оцінку положення 
нодів застосування кооперативного і некооперативного 
алгоритму локалізації сенсорних мереж. 
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STUDY.OF.LOCALIZATION.ACCURACY.IN.SENSOR.NETWORKS.THAT.UTILIZE.
MULTILATERATION.METHOD.

One of the main tasks of deploying sensor networks is determining the coordinates of nodes that are unknown at their 
initial placement. This problem is known as the localization problem of sensor networks. It can be solved if each node has 
a GPS receiver in its composition. However, such nodes are more expensive, and for networks of various purposes, for 
example, environmental monitoring, fixation of moving objects in a certain area, various types of IoT, and others, nodes 
without GPS can be used. To solve the problem of localization in such networks, so-called anchor nodes are used, the 
coordinates of which are known. They form a certain percentage of the total number of nodes. They are used to find the 
coordinates of the remaining nodes that are part of the network. If only anchor nodes are used for the localization problem, 
then such networks are called non-cooperative networks. If all nodes participate in the positioning of nodes, then such 
networks are called cooperative. Different methods are used to solve this problem such as the method of trilateration, 
multilateration, triangulation, random, and others. To apply these methods, it is necessary to know the distances or angles 
to nodes whose coordinates are determined based on the nodes with known coordinates. At the same time, various 
methods are used to determine distances, namely: TDOA, DOA, TOA, RTT, RSSI. Corresponding means in modern 
nodes are present as separate functions. For example, the IEEE 802.15.4 (ZigBee) standard. In this paper, studies of the 
influence of the multilateration method on the accuracy of determining the coordinates of nodes were carried out. An 
algorithm was used, according to which the position of the node, for which the coordinates should be determined, was 
generated, as well as the coordinates of the anchor nodes that take part in the localization of the node. The distance 
measurement error according to the ZigBee standard with a range of 1000 m was taken as 10 %. The number of anchor 
nodes was changed throughout the analysis, and the respective positioning error was calculated. For greater statistical 
significance, the experiments were repeated a certain number of times while changing the initial value of the generator of 
uniformly distributed random numbers, and at the same time, the average value of the localization error, and the minimum 
and maximum values were calculated. The obtained statistical data were visualized in the form of relevant graphs. As a 
result of research, it was determined that six anchor nodes are enough to obtain a positioning accuracy of 10 m. 

Keywords: GPS, sensor network, node; multilaration, functions, formulas of central finite differences, calculation of 
derivatives. 
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