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У статті розглянуто результати розроблення алгоритму визначення кількості пікселів 
фрактального зображення типу “фрактальний пил” (набір Кантора), утвореного за допомогою 
РСІФ, обмеженого роздільною здатністю. Виведено математичні формули та схеми для 
розрахунку кількості пікселів фрактального зображення та кількості ітерацій фрактала RSIF. 
Цей алгоритм полягає у знаходженні формул залежно від кількості фігур першої ітерації, 
коефіцієнтів подібності та роздільної здатності. Це дає можливість визначити кількість пікселів 
для фрактального зображення із різною роздільною здатністю. Алгоритм розрахунку не 
використовує входження циклу в цикл та рекурсивних функцій і є доволі оптимізованим, що 
дає можливість не витрачати великих обчислювальних потужностей. Використання формул 
надалі дасть змогу визначити кількість випадкових подій (стохастичного руху точки) для 
забезпечення якості відтворюваного зображення за допомогою РСІФ, сформувати вихідний 
набір даних для нейронних мереж, що буде покладено в основу розпізнавання об’єктів. 
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1. Вступ 

У разі використання рандомізованого алгоритму немає необхідності зберігати великі масиви 
даних у пам’яті. Тому цей алгоритм зручно використовувати на комп’ютерах з обмеженими 
ресурсами. Перевага РСІФ також полягає у тому, що початковий набір становить лише одну точку. 
Для побудови фракталів за допомогою РСІФ виконує розрахунок на кожному кроці координати 
однієї точки для виведення її екран [1, с. 102–103]. Для цього потрібно розрахувати кількість 
операцій, яка прямо залежить від кількості пікселів фрактального зображення [2, с. 68–71, 3–5]. 
Використання формул надалі дасть змогу визначити кількість випадкових подій (стохастичного 
руху точки), створити javascript бібліотеки стискання та відтворення зображення типу “канторів 
пил” на основі рандомізованої системи ітераційних функцій. 

2. Побудова фрактального зображення типу “канторів пил”, утвореного за допомогою 
рандомізованої системи ітераційних функцій (РСІФ) 

Розглянемо випадок, коли коефіцієнт подібності однаковий для осей X  і Y  та для всіх фігур 
першої ітерації. 

Для початку обмежимо зображення квадратом довжиною L , подібно як у [6].  
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Спробуємо відобразити першу, другу ітерації трикутника та квадрата Серпінського [7–9] 
(рис. 1, 2). 

 

             

Рис. 1. Зображення першої ітерації трикутника та квадрата Серпінського 

             
Рис. 2. Зображення другої ітерації трикутника та квадрата Серпінського 

Нехай сторона квадрата першої ітерації  дорівнює l . Розрахуємо коефіцієнт пропорційності: 

 ,
l
LK =                                                                     (1) 

де K  – коефіцієнт пропорційності. 
Спробуємо визначити співвідношення між кількістю точок фігур першої ітерації та точок 

квадрата, який їх обмежує: 

,01

N
Nn

N
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де 
1ф

N  – кількість точок першої ітерації фрактала; N  – кількість точок у квадраті, який обмежує; 

n  – кількість фігур першої ітерації; nN  – кількість точок у фігурі першої ітерації. 
Розрахуємо кількість точок у цьому квадраті: 

.2LN =                                                                      (3) 
Розрахуємо кількість точок у фігурі першої ітерації: 

 .2
0 lN =  (4) 
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Підставимо вирази (3) і (4) у вираз (2): 
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Підставимо вирази (1) у вираз (5): 
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Спробуємо визначити співвідношення між кількістю точок фігур з більшою кількістю 
ітерацій і точок квадрата, який їх обмежує: 
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де I  – кількість ітерацій фрактала; фN  – кількість точок фрактала. 

Як видно з виразу (7), кількість точок фрактала дорівнює: 
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Для визначення кількості ітерацій потрібно взяти довжину відрізка L , поділити її на 
коефіцієнт пропорційності, після чого взяти один із отриманих відрізків і знову поділити на 
коефіцієнт пропорційності, й робити так, поки довжина отриманого відрізка становитиме l  точок 
(пікселів). Кількість ділень і буде кількістю ітерацій: 

 1=IK
L

,                                                                        (9) 

 IKL = ,                                                              (10) 

 LI Klog= .                                                            (11) 

Підставимо вирази (11) у вираз (8) та знайдемо кількість точок фрактала: 
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Алгоритм визначення кількості пікселів за однакових коефіцієнтів подібності подано на рис. 3. 
Розглянемо випадок, коли коефіцієнт подібності різний для осей X  і Y  та для всіх фігур 

першої ітерації теж різний. Для початку обмежимо зображення прямокутником зі сторонами XL  та 

YL . Нехай сторони n -прямокутника першої ітерації – 
nXl , 

nYl  (різні для кожного прямокутника 

першої ітерації). Розрахуємо коефіцієнт пропорційності: 
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де 
nXK , 

nYK  – коефіцієнти пропорційності по осях X  та Y  n -прямокутника першої ітерації. 
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Рис. 3. Алгоритм визначення кількості пікселів  
за однакових коефіцієнтів подібності 

Спробуємо визначити співвідношення між кількістю точок фігур першої ітерації та точок 
прямокутника, який їх обмежує: 
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де iN  – кількість точок у фігурі першої ітерації. 
Розрахуємо кількість точок у прямокутнику, що обмежує: 

 YX LLN *= .                                                                 (16) 
Розрахуємо кількість точок у фігурі першої ітерації: 
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Підставимо вирази (16) і (17) у вираз (15): 
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Підставимо вирази (13)  і (14) у вираз (18): 
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Спробуємо визначити співвідношення між кількістю точок фігур з більшою кількістю 
ітерацій і точок прямокутника, який їх обмежує: 
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Fractal image
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Як видно із виразу (20), кількість точок фрактала дорівнює: 
I

n

i YX
YX

I
n

i YX
ф

iiii
KK

LL
KK

NN





















=






















= ∑∑

== 11 *
1**

*
1* .                                (21) 

 

 
 

Рис. 4. Алгоритм визначення кількості пікселів  
за різних коефіцієнтів подібності 

Тепер визначимо кількість ітерацій: 
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Fractal image

Define LX, KY, n

i=1, S=0, Sx=0, Sy=0
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Підставимо вираз (24) у вираз (21) та знайдемо кількість точок фрактала: 
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Алгоритм визначення кількості пікселів за різних коефіцієнтів подібності подано на рис. 4. 

Висновки 

Сьогодні фрактальні структури дуже поширені в різних галузях науки і техніки, але 
інструментів для моделювання фрактальних структур дуже мало. Розроблення інструменту для 
побудови фрактальних структур передбачає складні математичні обчислення. Алгоритм визначення 
пікселів фрактального забраження типу “Канторів пил” дасть змогу спростити побудову фрак-
тальних зображень. Цей алгоритм розрахунку не використовує входження циклу в цикл та рекур-
сивних функцій і є доволі оптимізованим, що дає змогу не витрачати великих обчислювальних 
потужностей. Використання формул надалі дасть змогу визначити кількість випадкових подій для 
забезпечення якості відтворюваного зображення за допомогою РСІФ, створити автоматизовану 
систему стискання та відтворення зображень, сформувати вихідний набір даних для навчання 
нейронних мереж, що можна покласти в основу розпізнавання фрактальних об’єктів. 
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CONSTRUCTION OF THE FRACTAL IMAGE  
OF THE “CANTOR DUST” TYPE, USING A RANDOMIZED SYSTEM  

OF ITERATING FUNCTIONS 
O. Yunak, B. Strykhaliuk, M. Klymash, O. Shpur 

Lviv Polytechnik National University, 12, S. Bandery str., Lviv, 79013,Ukraine 

The article examines the results of the development of an algorithm for determining the number of pixels of a 
fractal image of the “Fractal dust” type (Cantor’s set) created using resolution-limited RSIF. Mathematical 
formulas and schemes for calculating the number of pixels of the fractal image and the number of iterations of 
the RSIF fractal have been derived. This algorithm consists in finding formulas depending on the number of 
figures of the first iteration, similarity coefficients, and resolution. This makes it possible to determine the 
number of pixels for an existing fractal image with different resolutions. The calculation algorithm does not use 
the entry of a loop into a loop and recursive functions, and is quite optimized, which allows without spending a 
lot of computing power. The use of formulas in the future will make it possible to determine the number of 
random events (stochastic movement of a point), to ensure the quality of the reproduced image using RSIF, 
will make it possible to form an initial data set for neural networks, which will form the basis of object 
recognition. 

Key words: randomized system of iterated functions (RSIF); Cantor set; fractal. 


