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МОДЕЛЬ ДВОМАСОВОЇ КОЛИВНОЇ СИСТЕМИ З ПАРАЛЕЛЬНИМИ  

ПРУЖНИМ І ДЕМПФУЮЧИМ ЕЛЕМЕНТАМИ 
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Мета. Розроблення методу аналітичного дослідження двомасової системи коливання з паралельними 

пружним і демпфуючим елементами, що уможливлює розширення проєктування таких систем в різних 

задачах функціонування машин і обладнання. Методика. Параметричне дослідження динамічної системи 

коливання проведемо для оцінення впливу коефіцієнта пружності і демпфування на зміну власної частоти, 

використовуючи метод перетворення Лапласа. Наиведено математичну модель системи з двома масами, які 

з’єднані пружним і демпфуючим елементами, паралельно розміщеними. Збурення передаються на маси через 

пружно-демпфуючу систему. Результати. Наведено розв’язок системи диференціальних рівнянь через 

перетворення Лапласа для двох варіантів характеристичного рівняння. Характеристичне рівняння біквад-

ратне, розв’язане методом Феррарі. Як для коренів з комплексними числами, так і для коренів з дійсними 

числами, отримані значення коренів λ1 … λі. Значення коренів біквадратного рівняння для загального 

розв’язку однорідної системи диференціальних рівнянь уможливлює стійкість для значень шести коренів 

характеристичного рівняння. На відміну від попередніх досліджень, де прикладені збурення описували у 

вигляді гармонійних коливань, ми запропонували розв’язок для збурень у вигляді дискретних одиничних 

імпульсів різної тривалості і різної частоти слідування, від одного імпульсу до n імпульсів. Наукова 

новизна. Аналітичний розв’язок системи диференціальних рівнянь, які описують взаємне коливання мас, що 

з’єднані між собою паралельно пружним і в’язким елементами, відноситься до підвиду класичного тіла Кель-

віна-Фойгта. Порівняно з іншими математичними моделями, аналітичний розв’язок системи диференціальних 

рівнянь, що описують переміщення мас системи, дасть змогу досліджувати систему з конструкційними 

параметрами у широкому числовому діапазоні їхніх числових значень. Практична цінність. Аналітична 

модель дозволяє моделювати технічні системи, які працюють за таким принципом. Наприклад, підвіски 

автомобілів та інших транспортних засобів різного призначення. Математична модель, аналітично вирішена, 

дає змогу оптимізувати конструкції підвісок. 

 

Ключові слова: двомасова система, пружність, демпфер, перетворення Лапласа, квадрат частоти, 

коефіцієнт затухання, характеристичне рівняння .  

 

Вступ 

Кінематичний вплив на механічну систему виникає за будь-якого руху основи, на якій вона 

встановлена. Це пристрої амортизації та демпфування транспортних засобів, системи віброзахисту 

різного обладнання та операторів гірничотранспортних машин, засоби віброзахисту приладів та 

апаратури на літальних апаратах, а також сейсмічні впливи на споруди. Ці кінематичні впливи 

здебільшого є випадковими або мають у складі випадкові флуктуації. У зв’язку з цим аналіз 

коливань механічних систем при випадкових кінематичних збудженнях викликає інтерес для 

визначення параметрів технічних систем. 

Вирішення цих завдань є необхідним етапом у розрахунку та проєктуванні елементів машин 

та приладів,  у процесі прогнозування їх надійності та довговічності. Крім того, через коливання 

спотворюються показання приладів і порушується робота апаратури. 
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Тому розроблення методу аналітичного розв’язування системи диференціальних рівнянь, які 

описують коливання двомасової системи з паралельними пружним і демпфуючим елементами, є 

актуальним. 

 

Аналіз літературних джерел 

У техніці широко використовують механічні системи, які мають елементи з 

характеристиками пружності і в’язкості. З’єднання таких елементів, послідовне, паралельне, 

комбіноване, дає змогу реалізувати характеристики технічної системи, яка може виконувати 

функції регулювання, коливання, демпферування та ін. [1–5]. Тому розроблення моделей їх роботи 

є актуальною задачею для конструювання технічних систем. Систему паралельного з’єднання 

пружного і в’язкого елементів, тіло Кельвіна-Фойгта, часто спрощують до моделі тертя та 

інтегрування [6]. Наприклад, динамічний аналіз тонких в’язкопружних пластин змінної товщини 

моделюють за допомогою дробових похідних числовим методом [7]. Для розв’язку використовують 

метод інтегрального перетворення Лапласа в поєднанні з методом розкладу всіх функцій, що 

входять до системи рівнянь. Тоді систему диференціальних рівнянь в узагальнених координатах 

можна звести до нескінченних наборів незв’язаних рівнянь, кожне з яких описує затухаючі 

коливання механічного осцилятора на основі моделі Кельвіна-Фойгта з дробовою похідною [8]. Для 

опису реологічної поведінки м’яких матеріалів, які мають пружно-в’язкі характеристиками, 

використовують метод дробових похідних [9–11]. Модель Кельвіна-Фойгта використовують для 

моделювання амортизаційних систем транспортних засобів. За складності математичного опису 

пружно-в’язкої механічної системи для її розв’язку використовують чисельні методи [12–14], що 

обмежує числовий діапазон параметрів. Наведено аналітичний розв’язок диференціального 

рівняння для одномасової пружно-в’язкої системи [15]. Пружно-в’язка система є тілом Кельвіна-

Фойгта, тут описується одним диференціальним рівнянням другого порядку, збурювальна сила є 

гармонійною [15]. Розв’язок системи диференціальних рівнянь, що описують переміщення мас, які 

з’єднані між собою тілом Кельвіна-Фойгта, є актуальною задачею. Аналітичний розв’язок такої 

системи диференціальних рівнянь для двомасової системи, коли збурювальна сила є не 

гармонійною, а дискретною, дає змогу аналітично оптимізувати параметри системи 

Тому для проєктування пружно-демпфуючої системи доцільно мати математичну модель 

аналітично вирішену, що узгоджується з фізичними процесами і властивостями об’єкта. 

 

Мета 

Розроблення методу аналітичного дослідження двомасової системи коливання з 

паралельними пружним і демпфуючим елементами, що уможливлює розширення проєктування 

таких систем в різних задачах функціонування машин і обладнання. 

 

Методика проведення дослідження 

Параметричне дослідження динамічної системи коливання проведемо для оцінення впливу 

коефіцієнта пружності й демпфування на зміну власної частоти, використовуючи метод 

перетворення Лапласа. 

 

Модель коливної системи 

Розглянемо математичну модель системи з двома масами, зображену на рис. 1. Для складання 

системи рівнянь, які описують коливання підвіски, використано такі позначення: m1, m2 – 

підресорена і непідресорена маси; СА, СK – коефіцієнт пружності пружного елемента і шини колеса; 

KA, KK – комплексний коефіцієнт опору демпферного елемента амортизатора і шини колеса; y1, y2 – 

переміщення мас підресореної і непідресореної за наїзду на перешкоду висотою f(t); τ – тривалість 

дії перешкоди на підвіску автомобіля; T1, Ti – період надходження перешкод; t – час. 
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Для систем, зображених на рис. 1, які складаються з мас і пружинно-амортизаторних або 

демпфуючих елементів, одним з можливих підходів є виведення рівнянь руху за допомогою 

формалізму Лагранжа. Ми застосовуємо формалізм Лагранжа до незгасаючої системи. Функція 

Лагранжа L є різницю між кінетичною енергією T і потенціальною енергією V: 

 

 

 

Рис. 1. Схема двомасової системи 

Fig. 1. Scheme of a two-mass system 

Якщо прийняти , то рівняння Лагранжа буде мати такий вигляд: 

 

Враховуємо, що величина f(t), яка характеризує висоту нерівності перешкоди, і є величиною 

одиничного неперіодичного імпульсу. Тоді коливання підвіски записуємо системою 

диференціальних рівнянь, ввівши такі позначення: , ,   – коефіці-

єнт затухання коливань, с-1; , ,  – квадрат частоти вільних 

коливань, с-2.  

Продиференціюємо рівняння (2), враховуємо демпфування і пружність системи, отримаємо 

систему диференціальних рівнянь, які описують коливання: 

 

 

 

Результати дослідження та їх обговорення 

Оскільки мова про двомасову систему, існує чотири власні значення, пари яких є 

комплексними сполученими. Це означає, що є дві власні частоти. 

Спочатку розглянемо власні частоти коливання однорідної системи. За допомогою підходу eλt 

отримуємо рівняння на власні значення:  
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Підставимо значення переміщення y з матриці (4) в систему диференціальних рівнянь 

(3) і поділимо на e
λt

 , враховуючи що для всіх комплексних значень λ і для всіх t 

справедлива умова  . Присутні лише власті частоти, коефіцієнтів затухання коливань 

відсутні. Член  є зовнішнє збудження і, отже, не впливає на власні частоти, відповідно 

матриця буде така: 

 

Ми отримуємо характеристичне рівняння з умови, що визначник матриці 2 × 2 (5) зникає: 

 

Розв’язок для  рівняння (6) має вигляд: 

 

Значення для λ2 є суто дійсними та від’ємними. Це означає, що чотири розв’язки λ1, ... , λ4 (7) 

є чисто уявними. Власні частоти є результатом значень 1, ... , 4, а пари значень ідентичні. Отже, є 

дві власні частоти f1 і f2. 

Розглянемо приклад. Приймаємо значення параметрів: m1 = 300 кг, m2 = 30 кг, СK = 

120000 Н/м і розглядаємо власні частоти як функцію жорсткості пружини, CA. Графіки на рис. 2 

демонструють власні частоти f1 та f2 для значень CA в діапазоні від 12000 до 44000 Н/м. 

Перша власна частота є в діапазоні приблизно від 1,0 до 1,7 Гц, а друга – від 10 до 12 Гц. 

 

 

а 

 

б 

Рис. 2. Перша (а) і друга (б) власні частоти як функція жорсткості пружини 

Fig. 2. First (a) and second (b) natural frequencies as a function of spring stiffness 

Розглянемо коливання системи з врахування демпфуючої складової. Аналогічно 

використаємо перетворення Лапласа. Підставимо значення переміщення y з матриці (4) в 
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систему диференціальних рівнянь (3) і поділимо на e
λt

 , враховуючи, що для всіх 

комплексних значень λ і для всіх t справедлива умова  . Зовнішнє збудження  не 

впливає на власні частоти. Відповідно матриця буде така: 

 

Ми отримуємо характеристичне рівняння з умови, що визначник матриці 2 × 2 (8) зникає: 

 

Характеристичне рівняння (9) є біквадратним рівнянням. Розв’язуючи методом Фер-

рарі, як для коренів з комплексними числами, так і для коренів з дійсними числами, отри-

маємо значення λ1 … λі. Аналізуючи отримані значення коренів біквадратного рівняння (9), 

можна стверджувати, що загальний розв’язок однорідної системи диференціальних рівнянь 

(3) буде стійким для значень шести коренів характеристичного рівняння: 

 

 

 

 

 

 

 

Щоб проаналізувати характеристики передачі коливань в умовах удару, виконано 

моделювання системи при перехідному ударі амплітудою переміщення 10, 30  і 50 мм.  

Графіки загасання вільної коливань пружно-демпферної системи показано на рис. 3.  

Пікове пришвидшення та частота коливань зростають зі збільшенням амплітуди ударного 

збурення. За амплітуди 30 і 50 мм на піку кривої пришвидшення виникає явище роздвоєння, перше 

пікове значення спричинене збудженням імпульсу f(t), друге пікове значення зумовлене віддачею 

пружного елемента, що спричинить вторинний удар. 

Аналіз математичної моделі передачі частотних впливів через f(t) свідчить, що основними 

факторами, що впливають на характеристики передачі коливань, є жорсткість і демпфування.  

 

Висновки 

Наведено аналітичний розв’язок системи диференціальних рівнянь, які описують взаємне 

коливання мас, що з’єднані між собою паралельно пружним і в’язким елементами. Така система є 

підвидом класичного тіла Кельвіна-Фойгта. Аналітична модель дає змогу моделювати технічні 

системи, які працюють за таким принципом. Наприклад, підвіски автомобілів та інших 

транспортних засобів різного призначення. Математична модель аналітично вирішена, дозволяє 

оптимізувати конструкції підвісок. Порівняно з іншими математичними моделями, аналітичний 
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розв’язок системи диференціальних рівнянь, що описують переміщення мас системи, дає змогу 

досліджувати систему з конструкційними параметрами у широкому числовому діапазоні їх 

числових значень. 

 

 
                – 10 мм;              – 30 мм;              – 50 мм  

Рис. 3. Криві загасання вільних коливань за різних амплітуд збурення 

Fig. 3. Damping curves of free oscillations at different disturbance amplitudes 

На відміну від попередніх досліджень, де прикладені збурення описували у вигляді 

гармонійних коливань, ми запропонували розв’язок для збурень у вигляді дискретних одиничних 

імпульсів різної тривалості і різної частоти слідування, від одного імпульсу до n імпульсів. 

Подальші дослідження цієї проблеми повинні бути зосередженні над більш широкою 

конфігурацією поєднання різних тіл та різної їх кількості, що дасть змогу оптимізувати конструкції 

технічних систем, де використовуються коливання, вібрації, демпфування, повзучіcть, та 

можливість керування цими процесами. 
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MODEL OF TWO-MASS OSCILLATORY SYSTEM WITH PARALLEL 

ELASTIC AND DAMPING ELEMENTS 

 

Aim. Development of a method of analytical research of a two-mass oscillating system with parallel elastic 

and damping elements, which makes it possible to expand the design of such systems in various tasks of the 

functioning of machines and equipment. Method. We will conduct a parametric study of the dynamic oscillation 

system to assess the effect of the elasticity coefficient and damping on the change in the natural frequency, using the 

Laplace transform method. A mathematical model of the system with two masses connected by elastic and damping 

elements placed in parallel is presented. Disturbances are transmitted to the masses through an elastic-damping 

system. Results. The solution of the system of differential equations through the Laplace transform for two variants 

of the characteristic equation is given. The biquadratic characteristic equation is solved by the Ferrari method. Both 

for the roots with complex numbers and for the roots with real numbers, the values of the roots λ1 ... λi are obtained. 

The value of the roots of the biquadratic equation for the general solution of a homogeneous system of differential 

equations enables stability for the values of the six roots of the characteristic equation. Unlike previous studies, where 

applied disturbances were described in the form of harmonic oscillations, we proposed a solution for disturbances in 

the form of discrete single pulses of different durations and different tracking frequencies, from one pulse to n pulses. 

Scientific novelty. The analytical solution of the system of differential equations that describe the mutual oscillation 

of masses connected in parallel by elastic and viscous elements refers to a subspecies of the classical Kelvin-Voigt 

body. In comparison with other mathematical models, the analytical solution of the system of differential equations 

describing the movement of the masses of the system will allow to study the system with structural parameters in a 

wide numerical range of their numerical values. Practical value. The analytical model allows modeling technical 

systems that work according to this principle. For example, suspensions of cars and other vehicles for various 

purposes. The mathematical model is analytically solved and allows to optimize suspension designs. 

 

Keywords: two-mass system, elasticity, damper, Laplace transform, frequency square, damping coefficient, 

characteristic equation 
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