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Анотація 

Обґрунтовано доцільність застосування мінімаксного наближення для обчислення параметрів моделей 

термометричної характеристики термісторів. Мінімаксне наближення забезпечує досягнення найменшої 

можливої похибки відтворення результатів калібрування, тоді як метод найменших квадратів мінімізує суму 

квадратів похибок. Для опису залежності температури від опору термістора запропоновано застосування 

раціонального виразу. Ефективність моделі у вигляді раціонального виразу проілюстровано на реальних 
результатах калібрування. Ця модель забезпечує вищу точність відтворення температури в порівнянні з 

узагальненими моделями Стейнхарта-Харта.  
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1. Вступ 

Вдосконалення технології виготовлення термісторів розширює їхнє практичне використання для вимірювання і 

відстеження температури. Окрім звичного застосування термісторів в біомедичних приладах, автомобільних 

електронних системах і інших технічних пристроях [1 – 5], термістори почали застосовувати для високоточних 

[6 – 9] і кріогенних вимірювань температури [8, 10, 11]. Зараз їх використовують в авіабудуванні, в космічній і 

інших високотехнологічних галузях [1]. Розширення областей використання термісторів спонукає до пошуку 

більш точних і оптимальних моделей їхньої термометричної характеристики [1, 6, 12].  
 

2. Актуальність 

Практичне застосування термісторів ускладнюється суттєвою нелінійністю їхньої термометричної 

характеристики [13]. Для опису залежності температури від опору використовують здебільшого узагальнення 

моделі Стейнхарта-Харта [6, 12], параметри яких обчислюють методом найменших квадратів. В праці [14] для 

обчислення параметрів моделі термометричної характеристики термісторів запропоновано використання 

мінімаксного наближення. Застосування мінімаксного наближення для обчислення значень параметрів моделі 

термометричної характеристики забезпечує досягнення найменшої можливої похибки відтворення результатів 

калібрування в досліджуваному діапазоні [15]. Моделі розраховані за методом найменших квадратів 

допускають можливу наявність окремих точок, в яких значення похибки значно перевищує її середнє значення 

[16]. Тому для обґрунтування точності моделей, отриманих за методом найменших квадратів, розраховують 

їхню невизначеність [12, 17].   

3. Мета 

Обґрунтувати доцільність використання мінімаксного наближення для обчислення значень параметрів 

термометричної характеристики термісторів. Проілюструвати ефективність застосування раціонального виразу 
для опису залежності температури від опору термістора. 

4. Застосування мінімаксного наближення для обчислення параметрів 

термометричної характеристики термісторів  

Для підтвердження ефективності використання мінімаксного наближення для обчислення параметрів моделей 
термометричної характеристики термісторів використаємо результати калібрування, подані в праці [6]. В цій 

праці наведено результати калібрування, отримані в травні 2014 року й у лютому 2015 року. Порівняння 

результатів застосування мінімаксного наближення з методом найменших квадратів проілюструємо з 

використанням чотири параметричного узагальнення моделі Стейнхарта-Харта [6]  
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де T  – абсолютна температура в кельвінах, sT RRr 
 – відносний опір при температурі T , TR

 – опір при 

температурі T , 
 65.1001sR

, а ic
, 

30,i 
 – невідомі параметри. В праці [6] вказано доцільність 

застосування для термометричної характеристики термісторів моделі (1). Порівняно з моделлю Стейнхарта-

Харта, в якій 
02 c

, вона точніша. Ефективність моделі (1) підтверджують також автори праць [2, 17]. 

Значення параметрів ic
, 

30,i 
 моделі (1) вони обчислюють з використанням нелінійного методу найменших 

квадратів. 

За поданими в [6] результатами калібрування модель термометричної характеристики термістора вигляду (1) з 

використанням методу найменших квадратів 
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забезпечує відтворення їхніх значень з абсолютною похибкою 0.94 mK за даними калібрування, отриманими в 
травні 2014 р., і з похибкою 1.14 mК   

 

















3

10

4

10

26

10

38

10

154

354378181839556516877932

8526703673092333476.59855458
1

--

--

,lsq,

.x+.

+x.+x
rT   (3) 

за даними калібрування, отриманими в лютому 2015 р. В моделях (2) і (3) sT RRr 
, а 

 rlnx 
 . 

Аналогічна модель, обчислена з використанням мінімаксного наближення дані за травень 2014 р. 
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відтворює з абсолютною похибкою 0.64 mK, а модель 
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забезпечує відтворення температури з абсолютною похибкою 0.879 mK даних калібрування за лютий 2015 р.  

Графіки похибок моделей (2) – (5) наведено на рис. 1. Графіки похибки моделей (4) і (5), значення параметрів яких 

обчислено з використанням мінімаксного наближення, зображено товстішими лініями. 

 

   
а)      б) 

Рис. 1. Графіки абсолютної похибки: а) моделей (2) і (4), б) моделей (3) і (5) 

З поданих на рис. 1 графіків слідує, що похибка моделей, параметри яких обчислено з використанням 
мінімаксного наближення рівномірно розподілена по всьому досліджуваному діапазоні зміни опору, тоді як у 

випадку застосування методу найменших квадратів трапляються окремі точки, в яких похибка відтворення 

результатів калібрування значно більша за середнє значення похибки. Порівняння похибок відтворення 

результатів калібрування термістора моделями (2) – (5) наведено в табл. 1. 

Табл. 1. Похибки відтворення результатів калібрування моделями (2) – (5) 

Дані 

калібрування 
Модель (2) 

 
Модель (4) 

 

 травень 2014 р. .6535410r  .9420Т  mK  .640Т  mK 



 Модель (3)
 

Модель (5)
 

лютий 2015 р. .2496620r  .1361Т mK .8790Т  mK 

 
Отже, використання мінімаксного наближення для обчислення параметрів моделей термометричної характерис-

тики термістора в порівнянні з методом найменших квадратів забезпечує вищу точність відтворення температури 

в досліджуваному діапазоні. Похибка моделі, параметри якої обчислено за мінімаксним критерієм, еквівалентна 
точності відтворення результатів калібрування. Для обґрунтування точності моделей, побудованих методом 

найменших квадратів, додатково обчислюють невизначеність. Тому застосування мінімаксного наближення для 

обчислення параметрів моделей за високоточними даними є доцільнішим. 

5. Застосування раціонального виразу для моделювання 

термометричної характеристики термісторів  

За результатами калібрування термістора [6] побудуємо модель термометричної характеристики термістора у 

вигляді раціонального виразу 
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в якому T  – абсолютна температура в Кельвінах, sT RRr 
– відносний опір, а 0a

, 1a
, 2a

 і 0b
 – невідомі 

параметри. Значення параметрів моделі (6) обчислюватимемо із застосуванням мінімаксного наближення. Метод 
обчислення параметрів мінімаксного наближення раціональним виразом описано в [18, 19].  

Модель термометричної характеристики для даних калібрування за травень 2014 р. 
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де sT RRr 
, 

 rlnx 
, забезпечує відтворення температури з абсолютною похибкою 0.622 mK. Для 

підтвердження ефективності застосування мінімаксного наближення для обчислення параметрів моделі (7) 

побудуємо модель вигляду (6), параметри якої обчислено за методом найменших квадратів 

 
x.

x.x..
rT lsq,






29055057414

75428775420681400372727454474260 2

14 .   (8)  

Модель (8) забезпечує відтворення температури з абсолютною похибкою 0.978 mK.  

Для даних калібрування за лютий 2015 року модель 
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забезпечує відтворення температури з абсолютною похибкою 0.73 mK. Модель, параметри якої обчислено за 

методом найменших квадратів 
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забезпечує відтворення температури даних калібрування за лютий 2015 року з абсолютною похибкою 0.96 mK.  

Графіки абсолютної похибки моделей (7) – (10) зображено на рис. 2. 

     

а)      б) 

Рис. 2. Графіки абсолютної похибки: а) моделей (7) і (8), б) моделей (9) і (10) 



На графіку, зображеному на рис. 2, по горизонтальній осі відкладено значення sT RRr  , а по 

вертикальній – значення абсолютної похибки відтворення температури моделями. Графіки абсолютної похибки 

моделей (7) і (9) зображено товстішою лінією. З вигляду графіків абсолютної похибки моделей (7) і (9) слідує, 

що похибка відтворення значення температури в досліджуваному інтервалі рівномірно рознесена по всьому 

діапазону. Похибка моделі (7) не перевищує 0.622 mK, моделі (9) – 0.73 mK. Абсолютна похибка моделі (8), 

параметри якої обчислено за методом найменших квадратів, становить 0.978 mK, моделі (10) – 0.96 mK, що 

значно більше середнього значення похибки в досліджуваному діапазоні. Тому при використанні методу 
найменших квадратів якість моделі характеризують невизначеністю [12], [17]. Якість моделі, параметри якої 

обчислено за мінімаксним методом, визначає похибка наближення [15].  
Порівняння похибок відтворення результатів калібрування термістора моделями (7) – (10) наведено в 

табл. 2. 

Табл. 2. Похибки відтворення результатів калібрування термістора моделями (7) – (10)  і моделями (4) та (5) 

Дані калібрування 
Модель (8) 

 
Модель (7) 

 
Модель (4) 

 

 травень 2014 р. 6535410.r   .9780Т  mK  .6220Т  mK .640Т  mK 

 Модель (10)
 

Модель (9)
 

Модель (5)
 

лютий 2015 р. 0.2984739r  .960Т mK .730Т  mK .8790Т  mK 

 
З поданих в табл. 2 результатів слідує, що моделі термометричної характеристики термістора у вигляді 

раціонального виразу (6) відтворюють результати калібрування з вищою точністю, ніж узагальнення моделі 

Стейнхарта-Харта (1). 

6.  Висновок  

Застосовування мінімаксного наближення для обчислення значень параметрів моделей термометричної 

характеристики термісторів забезпечує досягнення найменшої можливої похибки відтворення результатів 
калібрування. Похибка моделі, параметри якої обчислено за мінімаксним критерієм, еквівалентна точності 

відтворення результатів калібрування. Тому в порівнянні з моделями побудованими за методом найменших 

квадратів, немає потреби в обчисленні невизначеності.  

Використання раціонального виразу для моделювання термометричної характеристики термісторів 

забезпечує отримання вищої точності відтворення результатів калібрування в порівнянні з традиційно 

використовуваним узагальненням моделі Стейнхарта–Харта. Результати обчислення параметрів цієї моделі 

також підтверджують ефективність використання мінімаксного наближення. 
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