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Синтезовано математичну модель зв’язку деформаційно-релаксаційних процесів у 
капілярно-пористих матеріалах з процесами зовнішнього та внутрішнього тепломасо-
перенесення. 
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In the article synthesized mathematical model of interrelation between deformation-
relaxational  processes in canillary – porous bodies and processes of internal and external mass 
head transfer.     
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Актуальність досліджень 

Процес тепловоголообміну між агентом сушіння і висушуваною деревиною є одним з 
визначальних факторів інтенсифікації технології сушіння пиломатеріалів. Особливості поведінки, 
зв’язаної з матеріалом вологи, обумовлюються термодинамікою поверхневих явищ, а рівновага у 
такій системі – характером дії поверхневих сил. Для встановлення якісних і кількісних 
характеристик коефіцієнтів тепловологообміну з врахуванням особливостей поведінки зв’язаної 
вологи є необхідним визначенням потоків тепла і маси між висушуваною деревиною і агентом 
сушіння. Задача побудови математичної моделі  ускладнюється тим, що процеси внутрішнього і 
зовнішнього тепломасоперенесення визначаються єдиним потенціалом температури t, а внутрішній 
і зовнішній масообміни згідно з [1]  визначаються різними потенціалами. а саме – вологовмістом u, 
а також інструментально визначеною величиною вологовмісту d вологого повітря (агента сушіння). 
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Моделювання балансу тепломасообміну у процесі сушіння 
Між геометричною поверхнею вологої деревини, що характеризується параметрами 

, , ,H d t U∂ ∂ ∂ ∂  та потоком вологого повітря (агентом сушіння) з параметрами , , ,n n n nt d Hϕ  (H – 
ентальпія вологого повітря, індекси “д” характеризують деревину, а “п” – повітря) існує 
гідродинамічний пограничний шар, товщина якого залежить від умов взаємодії потоків повітря з 
поверхнею пиломатеріалів. Рівняння потоків і термодинамічних сил можна отримати з відповідних 
рівнянь балансу і співвідношень Онзагера, а також з врахуванням допущення про те, що у 
гідродинамічному пограничному шарі є відсутнім джерело вологи, а густина теплового потоку tJ  
дорівнює густині потоку ентальпії hJ  [2]. Тому можна записати 

                                                        t nJ T h Jλ ′= − ∇ + ,                                                            (1) 
де tλ – коефіцієнт теплопровідності, nJ – потік маси пари, h′ – питома ентальпія вологого повітря 
( ,p ph c t c′ = – ізобарна теплоємність). 

Величина nJ  визначається формулою 
                                                        ( )n u c пJ d dα ∂= − ,                                                           (2) 

де uα  – коефіцієнт вологообміну,  cd  і пd ∂  – відповідно вологовміст повітря на границях шару (у 
потоці агента сушіння) і на поверхні деревини. 

Згідно з [3], інтегруючи (1) для сталих значень потоків за товщиною пограничного шару і 
враховуючи (2), запишемо систему рівнянь тепломасоперенесення у гідродинамічному граничному 
шарі: 

                                                ( ) ( ) ( ),g t c u c пJ t t h t d dα α∂ ∂= − + −                                                       (3) 
( ),n u cJ d dα ∂= −  

де tα  – коефіцієнт теплообміну, ct , t∂  – температура середовища і матеріалу деревини, ( )h t h r′= +  – 
ентальпія пари, r – теплота фазового переходу. 

Для встановлення балансових рівнянь тепломасовіддачі у процесі сушіння деревини кон-
вективним способом скористаємось співвідношенням (3) та загальними балансовими рівняннями 
[4]: 

                                                     on n
Vпов Fпов

d dd J dF
d

ρ ν
τ

=∫ ∫Ñ ,                                                            (4) 

                                                      o n
V F

d UdV J dF
d

ρ
τ ∂

∂ ∂

=∫ ∫Ñ ,                                                             (5) 

де повV  – об’ємна витрата повітря і вологої деревини; повF  – площа поверхні тепловіддачі; ,V F∂ ∂  – 
відповідно об’єм та геометрична поверхня висушуваної деревини; ,on oρ ρ ∂  – густина абсолютно 
сухого повітря і матеріалу. Зазначимо, що (4) є аналогом закону збереження вологи для повітря, а 
(5) характеризує закон збереження вологи для деревини. Із співвідношень (4), (5) можна отримати 
залежність, яка зв’язує параметри агнета сушіння з середньоінтегральним значенням швидкості 
сушіння деревини 

                                                      ( ) / ,u c nd F d d G dU dτ∂ ∂− =                                                               (6) 
де G∂  – маса абсолютно сухої деревини. 

Ентальпія вологого повітря та матеріалу згідно з [1] визначається співвідношенням: 

                                                       
( ),

( ln / ),
c пс os pn

o n s

H c t d r c t
H c t d h R T P P∂ ∂

= + +

′ ′= + −
                                                         (7) 

де , ,пс рп оc с с ∂  – теплоємність повітря, пари та сухого матеріалу; osr  – теплота фазового переходу пари 
для Т = 273 К; nR′  – газова стала пари;  sP  – пружність насиченої пари;  P  – загальний тиск агенту 
сушіння. Величина sP  визначається за формулою 

   lg 0.0141966 3.142305[1/ 0.0027] 8.21 (373.16 / ) 0.0024804(373.16 )sP T g T T= − − + − −              (8) 
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На основі співвідношень, аналогічних (4), (5) (з відповідними змінами cd H→ , U H∂→ , 

n tJ J→ ), отримаємо рівняння [5] балансу тепла у процесі тепломасовіддачі, яке зв’язує параметри 
агенту сушіння з середньоінтегральною швидкістю нагрівання 

                                             ( ) ,м
t c м м м

dt dUd F t t G с
d d

η
τ τ

 − = −  
                                                        (9) 

де ( ( ln ))s
u o p n

Pdc c U c R T
dt P∂ ′= + −  – теплоємність деревини у гігроскопічній області,  η  – середньо 

інтегральне значення теплоти абсорбції для температури деревини ln /s n sr R T P Pη ′= + . 
Зазначимо, що система інтегродиференційних рівнянь (6), (9) встановлює зв'язок між станом 

висушуваної деревини і властивостями агента сушіння. Для осереднення вищенаведених потоків 
необхідно знати закон зміни температури, ентальпії та вологовмісту вологого повітря, рівноваж-
ного з поверхнею матеріалу. 

 
Математичне моделювання зв’язку компонентів напружено-деформівного стану висушуваної 

деревини з процесами внутрішнього і зовнішнього тепломасоперенесення 
Для встановлення зв’язку між компонентами напружено-деформівного стану висушуваної 

деревини, з внутрішнім і зовнішнім тепломасоперенесенням скористаємось виразом для 
масопровідності для вологих матеріалів без врахування внутрішніх джерел [1]. Для запису 
термодинамічного потоку масо провідності  у змінних y і t скористаємось виразом [1] для вологого 
повітря, що віднесений до одиниці маси сухого повітря 

                                                        ,
( )

n s

n s

R P
d

R P P
ϕ

ϕ
=

′ −
                                                                   (10) 

де nR  – газова стала повітря; ϕ  – відносна вологість повітря. 
Зв'язок між ϕ  і параметром вологого матеріалу U і T, отриманий у [5] на основі узагальнення 

рівнянь капілярної конденсації та адсорбції  з врахуванням впливу адсорбційного шару, описується 
двопараметричним рівнянням стану. 

Повний диференціал вологовмісту визначається виразом  

                                                    ,
T

U UdU d dT
T ϕ

ϕ
ϕ

 ∂ ∂ = +   ∂ ∂  
                                                       (11) 

Враховуючи, що U=f(d,T ) та співвідношення  (10), (11) можна записати  

2 2 2 2 2
0 0

0,

/ ( /( ( ) ) / ( / ) / ,n ut n n n s up ut s n

dUdivJ
d

dU d R Pc R P R R P c c r R T T

ρ
τ

ρ τ ρ ϕ ϕ τ ϕ τ

+ =

′ ′ ′ ′= + − ⋅ ∂ ∂ + − ∂ ∂
                        (12) 

де ρ – густина матеріалу, τ – час, J – термодинамічний потік, ( / ) , ( / )u T uTU T c U cϕ ϕ ϕ∂ ∂ = ∂ ∂ =  – 
відповідно ізотермічні та ізопотенціальна масоємності; nR′  – 461.19 Дж/кг град; nR  – 286.85 Дж/кг 
град; sr – теплота фазового переходу. 

Перейдемо до запису правої частини першого  рівняння (12) у змінних d і T, або ϕ  і T. 
Оскільки у гігроскопічній області волога деревини у загальному випадку зв’язана абсорбційними, 
капілярними та осмотичними силами, то у процесі масоперенесення відповідно до вологовмісту U 
склад кожної з складових зв’язаної вологи є різним. Враховуючи, що незалежно від U всі три види 
зв’язаної вологи знаходяться у стані термодинамічної рівноваги, то для деревних матеріалів у 
гігроскопічній області за потенціал перенесення можна прийняти [5] lnp s nR Tµ µ ϕ′= + , де ϕ  – 
потенціал в області насичення. 

Враховуючи, що хімічний потенціал сорбційної вологи є функцією вологовмісту матеріалу U 
і температури T, то ці величини ідентифіковані потенціалом перенесення у допущенні, що теплота 
перенесення дорівнює теплоті випаровування об’ємної рідини, а коефіцієнт фазового перетворення 
є залежним від вологості і структури матеріалу. Враховуючи, що деревина як капілярно-пористе 
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тіло являє собою гетерогенну систему, яка складається з маси твердого скелету, сорбованої вологи, 
сухого повітря і пари відповідно з об’ємами – , , ( )T n T p nV V V V V V V= + + ,то вибір вологовмісту 
матеріалу за потенціал перенесення маси деревини обумовлює певні труднощі у процесі рішення 
інженерних задач, оскільки за границі розділу двох взаємо-контактуючих матеріалів є наявним 
скачок потенціалу навіть для умови термодинамічної рівноваги прилеглих до границі контакту. 
Отже, перехід густини дифузійного потоку uJ  до змінних ,Tϕ  або (d,T) дає змогу вибирати 
потенціал перенесення маси незалежним від масоємності матеріалу. 

Для встановлення зв’язку між густиною дифузійного потоку  uJ  і хімічними потенціалами 
скористаємось співвідношенням [4], що характеризує приріст одиниці маси матеріалу за одиницю 
часу, яке запишемо у вигляді 

                                           1/ ( ).t upds d T J J
α αα ατ µ−= − ∇ + ∇                                                       (13) 

З врахуванням першого рівняння (12), а також використавши залежності рівнянь балансу 
ентропії S [4], після математичних перетворень отримаємо 

                                 1/ ( / ( / ))t upds d J T J t T J T Tα α α ατ µ−= −∇ − ⋅∇ + ∇ .                                       (14) 
Для конкретизації (14) враховуємо те, що у процесі сушіння деревини масоперенесення 

проходить у рідкій та паровій фазі. Враховуючи співвідношення Онзагера [4] і хімічного 
потенціалу pµ  для визначення  uJ  отримаємо 

                               2 2

( )ln s s
u u u u u

n n

r rJ T
T R T R Tϕ

ϕ ϕϕ ϕ
λ ϕ λ λ λ

 + Π′ ′′ ′′′= ∇ − + + ∇ ′ 
,                                     (15) 

де u u u uϕλ λ λ λ′ ′′ ′′′= + +  – коефіцієнт масопровідності загального потоку; , ,u u uλ λ λ′ ′′ ′′′  – відповідно 
коефіцієнти масопровідностей у рідкій та паровій фазах із неврахуванням та врахуванням дії 
поверхневих сил. Параметр Π  характеризує [3] середнє значення потенціальної енергії молекул 
пари, які проходять через деревину в області дії поверхневих сил (у мікрокапілярах) і залежить від 
параметрів (стану) вологої деревини. 

Оскільки у процесі тепломасоперенесення можуть змінюватися усі термодинамічні параметри 
системи, то відповідно [2, 4] тепловий потік tJ  визначається як добуток потоку ентропії на 
температуру, а рівняння теплопровідності у змінних (ϕ ,Т) на основі локального формування закону 
збереження енергії має вигляд 

                                      0 ( ),u t q u u
Tc divJ div T q Jρ λ
τ

∂
= − = − − ∇ +

∂
                                                (16) 

де qλ  – приведений коефіцієнт теплопровідності деревини,  uq  – теплота перенесення, віднесена до 

загального потоку маси, uc  – теплоємність. 
Використаємо результати [6, 7], де на основі представлення зміни вільної енергії як основного 

термодинамічного потенціалу залежно від деформаційно-релаксаційних і тепломасообмінних 
процесів для сушіння капілярно-пористих тіл, а також співвідношення (9), (12), (14), отримаємо 
зв’язану систему рівнянь  внутрішнього і зовнішнього тепломасоперенесення з врахуванням 
напружено-деформівного стану матеріалу для процесу сушіння деревини 
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де ε – величина деформацій, G(t,U) – величина, що характеризує зміну механічних властивостей 
матеріалу [5] від температури і вологості. 
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Зазначимо, що система рівнянь (17) замикається за допомогою потенціалу ( , )U Tϕ , а також за 
допомогою потенціалу руху і сумісності деформації [4] та відповідних граничних умов. Вони 
визначаються з умов безперервності потоків маси і тепла на поверхні системи “волога деревина – 
агент сушіння”. 

Отримана система рівнянь (17) дозволяє описати нестаціонарні температурно-вологісні і 
деформаційні поля деревини у процесі сушіння у контексті зв’язку зовнішнього і внутрішнього 
тепломасоперенесення,  

Процес тепломасоперенесення у висушуваній деревині проходить одночасно у твердій та 
рідкій фазах, співвідношення між якими залежить від вологовмісту матеріалу та його структурних 
характеристик. Тому для конкретизації правої частини  системи рівнянь (17) скористаємось 
підходами [3,5]. Загальний потік вологи у рідкій фазі складається з капілярного потоку k

uJ  і 
плівковою n

uJ  на стінках вільних пор. Враховується, що дифузія пари у мікрокапілярах залежить 
від температури вільних мікрокапілярів і не залежить від диференційного розподілу об’ємів 
капілярів за їх розмірами. Отже, у гігроскопічній області рух пари здійснюється термодифузією. 
Для пароповітряної фази є характерним термодифузійне r

uJ  та ефузійне e
uJ  масоперенесення. Отже, 

загальний потік маси можна записати у вигляді 
1 2 3

p t e
u u u uJ J J Jα α α= + +  .                                                                       (18) 

Відповідні інтегральні частки поверхонь 1 2 3, ,α α α , через які здійснюються вищенаведені 
процеси масо перенесення, визначаються з умови, що деревний матеріал складається з твердого 
скелета об’ємом ТV , вологи і пари відповідно з об’ємом  pV  і пV . Враховуючи, що відносна зміна 
об’єму деревини залежить лінійно від вологовмісту 0 0( ) /V V V Vβ− = , 0V  – об’єм абсолютно сухого 
матеріалу, β  – коефіцієнт всихання, а також рівність об’ємної та поверхневої пористості, можна 
записати  

1 0 / ,Uα ρ γ ρ∂=   2 0 01 1( / / ) ,T pUα ρ ρ ρ ρ γ= − +   1 0 (1 ) /os pU Uα ρ γ ρ= − , 

де 1
0(1 ) , , ,T pUγ β ρ ρ ρ−= +  – відповідно густини деревини, вологи і абсолютно сухої деревини, osU  – 

максимальний гігроскопічний вологовміст. Для визначення t
uJ  скористаємось з кінетичної теорії 

газів рівнянням дифузійного потоку [1] 

.

,
2

t
u

D pJ T
RT T

ρ = − ∇ + ∇ ′  
                                                                    (19) 

де D – коефіцієнт взаємодії дефузії, пароповітряної суміші. Ефузійний потік визначається також 
формулою [3] 

0( )4 ,
3 22

e os
u

n

H H pJ p T
TR T

ψ
π

′′  = − ∇ − ∇ ′  
                                                       (20) 

де osH  – граничне значення приведеної ширини пари, заповненої вологою для сорбції пари повітря 
( 1, 273T Kϕ = = o ). Зазначимо, що за таких умов вологовміст деревини є максимальним 

гігроскопічним osU . Вираз 
0

1

0 0 0
0

1( )
1 H

dWH H dH
W dH

ψ ′′ =
− ∫  є інтегральною функцією осереднення 

швидкості ефузії пари, 0 / osH H H=  – приведена ширина еквівалентного капіляру, 0/dW dH  – 
диференційний розподіл капілярів за їх розмірами, який визначається диференційованим 
однопараметричним рівнянням стану вологого матеріалу. З іншого боку, за теорією капілярної 
конденсації та адсорбції, рівноважна ширина еквівалентної пари капілярно-пористого матеріалу 
залежить як від адсорбційного потенціалу, так і від величини ϕ  і Т, тобто ( , )H Tψ ϕ= , де ψ  – 
коефіцієнт нерівномірності розподілу функціоналу. Оскільки Н залежить від параметрів 
рівноважного стану вологого повітря (агента сушіння), то рівноважний вологовміст матеріалу 
можна записати через належні змінні вологого повітря у вигляді ( ( , )) ( , )pU U H T U Tϕ ϕ= = , що 
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описує термодинамічний стан вологої деревини, оскільки пов’язує у стані рівноваги вологість 
матеріалу з відносною вологістю повітря для різних значень температури. Згідно з [3] загальний 
потік вологи у рідкій фазі, який складається з n

uJ  і k
uJ , описується співвідношенням 

2
0 0 . 0 0( ) ln 11 ,
12(1 ) 1

p os os
u s

s T p

U H H RTJ T D U
U T U

ρ ψ ρ ρϕ ϕ
ϕ ρ

β ν ϕ β ρ ρ

  ′ ′    = − × ∇ + ∇ − − +     + +    
              (21) 

де 0( )Hψ ′  є інтегральна функція осереднення швидкостей потоку рідини 
0

0 0

1
0.042

0 0 0
00

( ) 0.0833 1 4 ln (1 0.6 6.5 )
293

H
H HT dWH H e e dH

dH
ψ

−
− − ′ = − + + 

  ∫  

sν  – коефіцієнт кінематичної в’язкості рідкої фази. 

0 0

1
0.040.0833 1 4ln (1 0.6 65 ).

293
H H

s
T e eν

−
− − = − + + 

 
 

Тобто, враховуючи співвідношення (17), (18)–(21), систему диференційних рівнянь 
зовнішнього і внутрішнього тепломасоперенесення з врахуванням напружено-деформівного стану 
матеріалу (20) для випадку  ( 0ϕ∇ = ) можна записати у вигляді 

.
0 2 2 2 2

. . . .

2
0 0

( )

( ) ( , )( ln ) ,
12 (1 )

uT s
u uT

s

os os
s n

s

R Pc Tc c
R P R R P RT

H H U T G t Udiv R T U
U T T U

ϕ

ϕγϕ
ρ

τ τϕ

ρ ψ
γ ϕ ε

ν β

′  ∂ ∂
+ − = ′ ′ ′∂ ∂+ −  

′ ∇ ∂ ∂ ′= − − −   + ∂ ∂  

                            (22) 

20
0 0

0
( ) ( , )ln ( ) ,

1 12
p os osT

u s n
T p s

H H U sT G t Uc div U R T T
U t

λρ ψλ
ρ γ ϕ ε τ

τ β ρ ρ ν τ

  ′ ′∂ ∂ ∂ ′ = + − − −     ∂ + ∂ ∂   
 

де 0 ,T pλ λ  – відповідно теплопровідність сухої деревини і води, s′  – питома ентропія вільної рідини. 
 

Висновок 
На основі основних законів термодинаміки незворотних процесів і механіки суцільного 

середовища отримано математичну модель зв’язку між компонентами напружено-деформівного 
стану капілярно-пористих матеріалів та параметрами внутрішнього і зовнішнього процесів  
тепломасоперенесення. Для замикання диференційних рівнянь моделі використовуються граничні 
умови, які визначаються умовами перенесення  потоків тепла і маси на поверхні матеріалу. 
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