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Наведено математичну модель системи: однофазний мостовий випрямляч – мотор 
постійного струму з паралельним збудженням, орієнтовану на неявні методи числового 
інтегрування, а також запропоновано метод аналізу перехідних режимів її роботи. 

Ключові слова: однофазний мостовий випрямляч, мотор постійного струму з пара-
лельним збудженням, перехідні процеси, неявний метод Ейлера, додаткові логічні змінні. 

Mathematical model of the system is the single-phase bridge rectifier and motor of 
direct-current with parallel excitation, which is directed on implicit methods of numerical 
integration is resulted and method of analysis of transient operational modes is suggested. 

Key words: single-phase bridge rectifier, motor of direct-current with parallel excitation, 
transient operational modes, implicit Euler’s method, additional logic variables. 

Вступ 
Аналізуючи режими роботи систем керування електричними моторами, необхідно врахо-

вувати нелінійності їх характеристик, які обумовлені кривими намаґнечення, насиченням маґнетних 
матеріалів, втратами в сталі і комутацією обмоток. Враховуючи ці фактори, необхідно забезпечити 
максимальну стійкість системи до дії різноманітних збурень і можливість адаптації до зміни 
зовнішніх впливів. Цього можна досягти лише завдяки адекватній математичній моделі системи, 
тому тема статті є актуальною. 

Електричний мотор необхідно розглядати у зв’язку з навантаженням, яке під’єднане до його 
якоря. Система керування за допомогою тиристорного перетворювача здійснює керування 
електричним мотором, навантаженим тахогенератором та моментом опору на валу якоря мотора. 
Вихідна напруга тахогенератора порівнюється з вихідною напругою тиристорного перетворювача, а 
їх різниця подається на обмотку якоря мотора.  

Досліджено систему, в якій однофазний мостовий випрямляч живить обмотки мотора постій-
ного струму з паралельним збудженням. Вал мотора сполучений з тахогенератором, який стоїть в 
колі зворотного зв’язку. Розроблено алгоритм аналізу перехідних режимів роботи такої системи на 
основі неявних методів числового інтегрування, здійснено його програмну реалізацію, виконано 
розрахунки та наведено їх результати. 

1. Аналіз публікацій 
Досліджувана система керування містить два типи елементів: електромаґнетний пристрій зі 

змінною структурою електричного кола, а саме однофазний мостовий випрямляч, та електромеханічний 
об’єкт керування, яким є мотор постійного струму з паралельним збудженням. Щоб дослідити перехідні 
процеси цієї системи, скористаємось методами аналізу нелінійних електромаґнетних кіл. 

Для числового розрахунку перехідних процесів у нелінійних електричних колах у роботі [3] 
використовується диференційний гармонічний метод, який дав змогу істотно зменшити необхідну 
кількість кроків інтегрування і, відповідно, збільшити довжину кроку. В [4] запропоновано 
застосування діакоптичного підходу до аналізу перехідних процесів у різнорідних електричних 
колах, які складаються з нелінійних динамічних підсхем, поданих дискретними макромоделями, і 
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підсхем з компонентами із зосередженими параметрами. Розрахунок перехідних процесів для 
однофазного мостового випрямляча неявними методами наведено в роботі [1]. Саме такою 
методикою скористаємося для розрахунку перехідних процесів досліджуваної системи керування.  

У [2] запропоновано модель асинхронного двигуна, яка ґрунтується на розрахунку однови-
мірного маґнетного поля з урахуванням вищих просторових гармонік маґнеторушійних сил та 
насичення основного маґнетного кола, алгебризації диференційних рівнянь методом ФДН g-го 
порядку та розв’язуванні нелінійної системи алгебричних рівнянь методом Ньютона. Математичні 
моделі систем керування мотором постійного струму, які базуються на застосуванні явних методів 
числового інтегрування, наведено в роботах [5, 6].  

2. Дискретні рівняння динаміки системи керування  
мотором постійного струму із паралельним збудженням 

На рис. 1 подано принципову схему системи "мостовий випрямляч – мотор постійного 
струму", принцип роботи якої зводиться до наступного. Випрямлена напруга живлення 1u  

паралельно подається через ємнісний фільтр C  – як на обмотку збудження, так і на обмотку якоря. 
В результаті в обмотках збудження і якоря виникають струми, які створюють крутний електро-
маґнетний момент. Він, своєю чергою, приводить до обертання якоря мотора.  

Якір мотора сполучений з тахогенератором ТГ , що генерує постійну напругу ТГu , яка є 
прямо пропорційною швидкості обертання якоря мотора ω . Вона віднімається від напруги Cu  і 
дана різниця подається на якір мотора. За певної швидкості обертання якоря мотора ω  настає 
динамічна рівновага, і тоді швидкість ω  залишається постійною. 
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Рис. 1. Принципова схема системи мостовий випрямляч – мотор постійного струму 
 
Мотор постійного струму описується системою трьох диференціальних рівнянь 
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де Я Я Я ЯF u c r i u= − Φ − − Δω , ЗБ C ЗБ ЗБF u r i= − , Я C ТГu u u= − , ( )ЗБf iΦ = .  

Розв’яжемо рівняння (1), (2) відносно часових похідних струмів 
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де ЗБ Я ЯЗ ЗЯL L L LΔ = − . 
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Залежність ( )ЗБf iΦ =  можна вважати лінійною /ЗБ ЗБ ЗБL w iΦ = = ЗБ ЗБk i . Підставимо прийняті 
позначення ЯF , ЗБF , Яu  в рівняння (4), (5), враховуючи, що ТГ ТГu k= ω  і введемо позначення 
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(6) 

У результаті отримаємо 
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(8) 

Якщо в рівнянні (3) прийняти, що момент опору лінійно залежить від швидкості обертання 
ротора мотора O OM a= ω , тоді це рівняння набуде вигляду 

 
12 13Я

d
m i m

dt
= −ω ω , (9) 

де 12 /ЗБm ck J= , 13 /Om a J= .  

Якщо відкриті діоди 1Д , 3Д , тоді для трансформатора справедливими будуть рівняння 

 1 1 1 2 2 2 1 2( ), ( ), ,i i i i ′= Ψ − = Ψ − + =α ψ α ψ α ψ  (10) 

 
( )11 2

1 1 1 2 2 2, , ,C
C ЗБ Я

dud d
u r i u r i C i i i

dt dt dt
−Ψ Ψ= − = − − = − −

 
(11) 

Виключимо струми обмоток трансформатора 

 1 1 2 2( ) ( ) ,′Ψ − + Ψ − =α ψ α ψ α ψ  (12) 

 

1 2
1 1 1 1 2 2 2( ), ( )C

d d
u r u r

dt dt

Ψ Ψ= − Ψ − = − − Ψ −α ψ α ψ
 

(13)

 
( )1

2 2( ) ,C
ЗБ Я

du
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dt
−= Ψ − − −α ψ  (14) 

Розклавши рівняння (7), (8), (9), (13), (14) за формулою неявного методу Ейлера, отримаємо 
систему алгебричних рівнянь 

 
0
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0
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 ( )0 1
2 2( ) ,C C ЗБ Яu u C i i t−= + Ψ − − − Δα ψ  (20) 

Розв’яжемо їх відносно ω , 1Ψ , 2Ψ , Cu . Введемо позначення 
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Тоді  

 1 2 Яa a i= +ω , (22) 

 1 3 4a aΨ = + ψ , (23) 

 2 6 7 8 8ЗБ Яa a a i a iΨ = + + +ψ , (24) 

 9 10 11 12 ,C ЗБ Яu a a a i a i= + + +ψ  (25) 
Підставимо (25) в (15), (16) і введемо позначення 
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Отримаємо 

 1 21 22 23 15 24 0,Я ЗБ Я ЗБF a i a i a i i a a= + + − + =ψ  (27) 

 2 25 26 27 19 28 0,Я ЗБ Я ЗБF a i a i a i i a a= − + − − + =ψ  (28) 
Підставимо (23), (24) в (12) і введемо позначення 

29 1 4 2 7 30 2 8 31 1 3 2 6( 1) ( 1) ', , .a a a a a a a a= − + − − = = +α α α α α α                    (29) 
Отримаємо 
 3 30 30 29 31 0Я ЗБF a i a i a a= + + + =ψ . (30) 

Зауважимо, що коефіцієнт 29a  є функцією потокозчеплення, тому що  

'( ) ( ) /=α ψ ϕ ψ ψ . 
Отже, рівняння (27), (28), (30) є нелінійними. Систему цих рівнянь можна записати у вигляді 

 ( ) 0F X = , (31) 

де ( , , )T
Я ЗБX i i= ψ , 1 2 3( , , )TF F F F= .  

Для розв'язання (31) методом Ньютона обчислимо матрицю Якобі ( )'( )kF X  
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  (32) 

Для цього знайдемо часткові похідні згідно з рівняннями (27), (28), (30) 
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Якщо відкриті діоди 2Д , 4Д , тоді для трансформатора рівняння (10) не зміняться, а рівняння 
(11) матимуть вигляд 
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Рівняння мотора (7) – (9) не зміняться. Виключимо струми обмоток трансформатора 

 1 1 2 2( ) ( ) ,′Ψ − + Ψ − =α ψ α ψ α ψ  (35) 
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(37) 

Розкладемо рівняння (7), (8), (9), (36), (37) за формулою неявного методу Ейлера і отри- 
маємо систему алгебричних рівнянь, в якій рівняння (15)–(18) не зміняться, а рівняння (19), (20) 
матимуть вигляд 
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Розв’язуючи ці рівняння відносно ω , 1Ψ , 2Ψ , Cu , знову отримаємо вирази (22)–(25), де  
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Виконавши такі самі перетворення, як і у першому випадку, отримаємо нелінійні рівняння (27), 
(28), (30), де 
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Часткові похідні визначатимуться виразами (33). 

Якщо закриті всі діоди, тоді для трансформатора справедливими будуть рівняння 

 1 1 1 2 1( ), , ,i i ′= Ψ − Ψ = =α ψ ψ α ψ  (42) 
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dud
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(43) 

Рівняння мотора (7)–(9) не зміняться. Виключимо струми обмоток трансформатора 

 1 1( ) ,′Ψ − =α ψ α ψ  (44) 
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(46) 

Розклавши рівняння (7)–(9), (45), (46) за формулою неявного методу Ейлера, знову отримаємо 
систему алгебричних рівнянь, в якій рівняння (15)–(18) не зміняться, а рівняння (20) матиме вигляд 

 ( )0 1 ,C C ЗБ Яu u C i i t−= + − − Δ  (47) 
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Розв’язуючи дані рівняння відносно ω , 1Ψ , 2Ψ , Cu , отримаємо вирази (22)–(25), де  

 

0
1 13 2 12 13

0
3 1 1 1 1 4 1 1 1 1

0
5 6 7 8 9

1 1
10 11 12

/(1 ), /(1 ),

( ) /(1 ), /(1 ),

1, 0, 1, 0, ,

0, , .

C

a m t a m t m t

a u t r t a r t r t

a a a a a u

a a C t a C t− −

= + Δ = Δ + Δ

= Ψ + Δ + Δ = Δ + Δ 


= = = = = 

= = − Δ = − Δ 

ω

α α α
 (48) 

Виконавши такі самі перетворення, як і у попередніх випадках, отримаємо нелінійні рівняння (27), 
(28), (30), де 

1
13 4 1 12 14 1 11 5 15 1 10

1 0
16 0 1 9 17 7 12 11

1 1 0
18 7 11 8 19 7 10 20 6 7 9

21 13 2 2 22 3 1 14 23 3 2 24 16 2 1

25 17 9 2 26 18 10 1

, , ,

, ,

, , ,

, , , ,

,

Я

ЗБ

a t m m a a m a m a m a

a t i m m a a m a m

a t m a m a m a a t i m m a

a a m a a m a a a m a a a m a

a a m a a a m a

−

−

− −

= Δ + − = + =

= −Δ + − = +

= Δ − + = = −Δ − −

= + = − = = +

= + = − 27 10 2 28 20 9 1

29 1 4 30 31 1 3

, , ,

( 1) ', 0, .

a m a a a m a

a a a a a










= = −

= − − = = α α α

                     (49) 

Часткові похідні обчислюємо згідно з виразами  

 

1 1 1
21 23 22 23 15

2 2 2
25 27 26 27 19

3 3 3
30 30 1 4

, , ,

, , ,

, , ( 1) ".

ЗБ Я
Я ЗБ

ЗБ Я
Я ЗБ

Я ЗБ

F F F
a a i a a i a

i i

F F F
a a i a a i a

i i

F F F
a a a

i i

∂ ∂ ∂= + = + = −
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= − − = − = −
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= = = − −
∂ ∂ ∂

ψ

ψ

α α
ψ

 (50) 

Залишається узагальнити отримані вирази для трьох комбінацій. Коефіцієнти 0 11m m÷  

залишаться без змін для всіх комбінацій. Щоб узагальнити решту коефіцієнтів, введемо додаткові 
логічні змінні ,j k . Причому для першої комбінації 1, 1,j k= =  для другої – 1, 1,j k= − =  для 
третьої – 0k = .  

 

0
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1 1 0 1 0
5 2 2 6 2 5

1 1
7 2 2 5 8 5

0 1 1
9 2 6 10

/(1 ), /(1 ),
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a k k t r C t a k t ju a

a k k r C t a a jkC t a

a u jkC a t a jkC

− − −

− −

− −

= + Δ = Δ + Δ
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1
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21 13 2 2 22 3 1 1
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a t i m m a a m a m
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−
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−
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, , ,

, , , .

a m a a a m a
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




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
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


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 (51) 

 29 1 4 2 7 30 2 8 31 1 3 2 6( 1) ( 1) ', , .a a k a a k a a a k a= − + − − = = +α α α α α α  
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Елементи матриці Якобі визначаємо за формулами 

 

1 1 1
21 23 22 23 15

2 2 2
25 27 26 27 19

3 3 3
30 30 1 4 2 7

, , ,

, , ,

, , ( 1) ( 1) ".

ЗБ Я
Я ЗБ

ЗБ Я
Я ЗБ

Я ЗБ

F F F
a a i a a i a

i i

F F F
a a i a a i a

i i

F F F
a a a k a

i i

∂ ∂ ∂= + = + = −
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= − − = − = −
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= = = − + − −
∂ ∂ ∂

ψ

ψ

α α α
ψ

 (52) 

Розв’язавши рівняння (31), визначаємо змінні ( , , )T
Я ЗБX i i= ψ . Згідно із (25) обчислюємо 

напругу конденсатора, згідно із (22)–(24) – швидкість обертання ротора мотора та повні 
потокозчеплення обмоток. Згідно із (10) обчислюємо струми обмоток 1,i  2i . Змінюючи поточний 

час та розв’язуючи (31) за формулою ітераційного методу Ньютона, отримуємо розрахунок 
перехідного процесу. Умови відкривання і закривання вентилів визначаються так. Якщо всі вентилі 
закриті 0k = , тоді необхідно обчислити напругу 13u  на парах вентилів 1 3,Д Д  та напругу 24u  на 

парах вентилів 2 4,Д Д  

 13 C

d
u u

dt
= − −ψ

,      24 C

d
u u

dt
= −ψ

. (53) 

Якщо виконається умова 13 0u > , тоді присвоюємо 1, 1j k= = . Якщо виконається умова 24 0u > , 

тоді присвоюємо 1, 1j k= − = . 

Якщо якась пара вентилів відкрита, тоді перевіряємо умову її закривання, а саме 
 2 2 1( ) ( ) 0j ji t i t +× < . (54) 

Це означає, що вентилі закриваємо в момент зміни знаку вихідного струму трансформатора. При 
виконанні умови (54) присвоюємо 2 1( ) 0, 0ji t k+ = = . 

3. Результати комп’ютерного симулювання 
На рис. 2–4 наведено результати комп’ютерного симулювання перехідного процесу системи 

керування, принципову схему якої подано на рис. 1. Розрахунки проводили за таких параметрів 
трансформатора: 1r = 0.2 Ом, 2r = 0.36 Ом, С = 200 мкФ, 1 2= =α α 270 Гн-1, 1 =ψ 0.2 Вб, 2 =ψ 0.9 Вб, 

1( )ϕ ψ =0.05 А, 2( )ϕ ψ =1 А, 1"( ) 0.25=α ψ  Гн-1, 2"( ) =α ψ 3.5 Гн-1; мотора: Яr = 3.32 Ом, ЗБr = 173 Ом, 

ЯЗБL = ЗБЯL = 0.1 мГн, ЯL = 4.67 мГн, ЗБk = 10 мГн, ЗБL = 110.8 Гн, с = 0.0002 Н·м/(А·Вб),  

J = 2 Н·м·с2/рад. 
Момент опору на валу мотора визначався за формулою: 

 0
1 2 3(1 ) sin( )b

O OHM M e b b b−= − + + +ω ω ϕ  (55) 

Досліджувалися такі режими роботи системи: 
1. Система зі зворотним зв’язком, вал мотора не навантажений:  

ТГk = 10 В·с/рад, 0 1 2 3 0b b b b= = = =  ( 0OM = ), час інтегрування Kt = 12 с. 
2. Система зі зворотним зв’язком, момент опору на валу мотора лінійно залежить від 

швидкості його обертання:  

ТГk = 10 В·с/рад, 0 1 3 20, 2b b b b= = = = , Kt = 12 с. 
3. Система розімкнена, момент опору на валу мотора лінійно залежить від швидкості його 

обертання: 

ТГk = 0, 0 1 3 20, 2b b b b= = = = , Kt = 12 с. 
4. Система розімкнена, вал мотора не навантажений:  

ТГk = 0, 0 1 2 3 0b b b b= = = =  ( 0OM = ), Kt = 40 с. 
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5. Система зі зворотним зв’язком, момент опору має синусоїдальний характер з постійною 
складовою, яка змінюється від нуля до 5 Н·м за експоненціальним законом: 

ТГk = 10 В·с/рад, 5OHM =  Н·м, 0 1 2 31, 0, 10b b b b= = = =  Н·м, Kt = 12 с. 
6. Система зі зворотним зв’язком, момент опору дорівнює нулю, а після 10 с перехідного 

процесу стрибком змінюється до 50 Н·м – ТГk = 10 В·с/рад, Kt = 24 с: 

0, 10

50 , 10 .O

якщо t c
M

H м якщо t c

<
=  ⋅ ≥

 

На рис. 2–4 наведено розрахункові криві перехідного процесу швидкості обертання ротора 
мотора для всіх режимів роботи системи. Для режимів 1, 2, 3, 5 (рис. 2) криві перехідного процесу 
швидкості обертання ротора мотора мають експоненціальну залежність без перерегулювань. Час 
перехідного процесу для першого режиму приблизно становить 8 с, для другого – 5 с, для третього – 
7 с, для п’ятого режиму існують незагасаючі коливання, які пов’язані з синусоїдальним характером 
моменту опору. Часовий інтервал інтегрування для 1, 2, 3 і 5 режимів становить 12 с, для 4 режиму – 
40 с, для 6 режиму – 24 с. Для четвертого режиму роботи системи (рис. 3) крива перехідного 
процесу швидкості обертання ротора мотора також має експоненціальну залежність з незначним 
перерегулюванням. Час перехідного процесу приблизно 30 с. Як бачимо, за відсутності зворотного 
зв’язку та моменту опору в декілька разів зростає швидкість обертання ротора мотора та час 
перехідного процесу.  
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Рис. 2. Криві перехідного процесу 
швидкості обертання ротора 

мотора 1, 2, 3, 5, які відповідають 
однойменним номерам режимів 

роботи cистеми 
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Рис. 3. Те саме, що й рис. 2,  
для четвертого режиму  
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Рис. 4. Те саме, що й рис. 2,  
для шостого режиму  
роботи системи 

с,t

 
На рис. 4 наведено криву перехідного процесу швидкості обертання ротора мотора для 

шостого режиму роботи системи. Система містить зворотний зв’язок і перші 10 с працює, коли 
момент опору дорівнює нулю. В момент часу t = 10 с момент опору стрибком змінюється до  
50 Н·м. Обидві залежності – як зростаюча, так і спадна – мають експоненціальний характер, а 
загальний час перехідного процесу не перевищує 20 с. 

Висновок 
Розроблено дискретну математичну модель системи керування швидкістю обертання ротора 

мотора постійного струму з тахогенератором як ланкою зворотного зв’язку, яка ґрунтується на 
неявних методах числового інтегрування, що дає можливість досліджувати динаміку системи за 
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будь-яких значень її параметрів. Ця математична модель враховує нелінійності кривих намаґне-
чення трансформатора, а також рівнянь стану електричного мотора постійного струму, що дає 
можливість врахувати вплив нелінійностей на динаміку роботи системи. З використанням моделі 
вентилів за схемою ідеального ключа аналіз динаміки системи звівся до розв’язування методом 
Ньютона системи трьох нелінійних алгебричних рівнянь. При моделюванні вентилів RLC -ланками 
зі змінними параметрами ми б отримали систему п’яти рівнянь. 
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