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Викладено методику якісного дослідження розв'язку математичної моделі коли-

вань слабко зв'язаних коливальних систем на підставі загальних підходів теорії 
нелінійних крайових задач. Зазначена методика, що ґрунтується на застосуванні методу 
монотонності і методу Гальоркіна, дозволяє обґрунтувати коректність розв'язку моделі. 

Ключові слова: математична модель, нелінійні коливання, нелінійна крайова 
задача, метод Гальоркіна, метод монотонності, необмежена область. 

 
Methodology of quality research of the solution of mathematical model of weakly 

coupled oscillating systems on the basis of general approaches of nonlinear boundary value 
problems theory is given. The indicated methodology that is based on application of method of 
monotony and Galerkin method allows to substantiate correctness of model solution. 

Keywords: mathematical model, nonlinear vibrations, nonlinear boundary value 
problem, Galerkin  method, method of monotony, unbounded domain. 

 
Актуальність проблеми та огляд основних результатів 

Нелінійна проблематика у дослідженні динамічних характеристик розв’язків математичних 
моделей зв’язаних коливальних систем є актуальною протягом останніх 50 років. Для 
консервативних систем з декількома ступенями вільності достатньо повно проблему опису 
нелінійних коливань у резонансному та нерезонансному випадках розглянуто у роботах [1–3]. 
Аналогічні дослідження для неконсервативних систем висвітлено в роботі [4] (див. також наведену 
там бібліографію). Водночас проблеми коректності розв'язків математичних моделей зв'язаних 
нелінійних коливальних систем з розподіленими параметрами вивчені недостатньо повно. Ця стаття 
присвячена якісному вивченню математичної моделі коливань, яка описується крайовою задачею 
для системи нелінійних рівнянь у необмеженій області. Припускається, що нелінійність викликана 
силами опору в системі. Крім того, модель розглядається в необмеженій за просторовою змінною 
області. Подібні задачі виникають у різноманітних технічних застосуваннях, наприклад, коливан-
нях трубопроводів на нелінійній основі, залізничних колій, довгих мостів, туго натягнутих елект-
ричних ліній, оптичних волокон, вбудованих у нелінійно пружні тіла тощо [5–8]. Необмеженість 
області створює додаткові принципові проблеми при дослідженні моделі. У цій праці досліджено 
першу мішану задачу для слабко нелінійної гіперболічної системи другого порядку 
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в необмеженій за просторовими змінними області. Система (1) моделює коливні процеси у конвеєрних 
лініях стрічкового (канатного) типу для випадку рухомої стрічки [9]. Рівняння та системи вигляду (1) 
вивчають у теорії пружності (див. [10–12]). Зокрема, в [10] досліджено асимптотичну поведінку 

розв'язку мішаної задачі для лінійної системи 0=),()()( utxqudivuutt +∇−−Δ− μλμ , де 3R∈x , 
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R∈t , λ , μ  – коефіцієнти Ляме, а функція RRR →×3:q  моделює наявність так званих проміжних 

домішок. Вивчено питання існування та розповсюдження резонансу залежно від властивостей функції 
q . Для випадку однієї коливальної системи якісні дослідження коректності розв’язку абстрактної 
математичної моделі проведено в [13, 14]. 

 
Формулювання задачі 

В області )(0,),0(= TQT ×+∞ , ∞<<0 T  розглядаємо для системи (1) мішану задачу з по-

чатковими умовами  
 )()0,( 0 xxu ϕ= , (2) 

 )(
)0,(

1 x
t

xu ϕ=
∂

∂
 (3) 

та крайовою умовою 

0)0,( =xu . (4) 

Позначатимемо далі S  – бічна поверхня області TQ . У системі (1) квадратні матриці A , B , 

1B  та матриця C  є дійснозначними і мають порядок N∈m , ),...,(= 1 muucolu , ),...,(= 1 mGGcolG , 

),...,(= 1 mFFcolF , ),...,(= 0010 mcol ϕϕϕ , ),...,(= 1111 mcol ϕϕϕ . 

Позначимо )(0,),0(= ττ ×+∞Q , )(0,),0(= ττ ×RQR  для довільних ][0,T∈τ , 1>R . У цій 

роботі використовуємо такі функціональні простори:  

{ },0=:),(0=),(0
0

11
0 =

∈
x

vRHvRH ( ){ },1>,0:=),(0 1
0

1
0, RдовільногодляRHvvH loc ∈+∞  

 ( ) { } ).(1,,1>),(0:=,0 +∞∈∈ rRдовільногодляRLvvRL rr
loc  

Всюди надалі через 'V  позначено простір, спряжений до простору V , D  – евклідову норму 

матриці. 
Стосовно коефіцієнтів, правої частини системи (1) та початкових даних припускатимемо 

виконання таких умов. 

(А) αRaxAesssup
Rx

1
),0(

)( ≤
∈

 для довільного 1>R , 0>1a , 
p

p

2

2)(
1<0

−−≤ α , для довільного 

вектора m
ml R∈),...,(= 1 ξξξ  та для майже всіх ),0( +∞∈x  виконується умова ( ) 2

0,)( ξξξ axA ≥ , 

0>0a . 

(B) αRbxBesssup
Rx

1
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 для довільного 1>R ; елементи 
x

bkl

∂
∂

 матриці B  належать до 

простору )( TQL∞  mlk 1,...,=, . 

( 1B ) Елементи klb1  матриці 1B  належать до простору )( TQL∞  для довільних mlk 1,...,=, . 

(C) Елементи klc ( mlk ,...,1, = ) матриці C  належать до простору )( TQL∞ , елементи 

t

ckl

∂
∂

( mlk ,...,1, = ) матриці 
t

C

∂
∂

 належать до простору )( TQL∞ , причому 1),( ctxC ≥ , 01 ≥c  для 

майже всіх TQtx ∈),( . 

(G) Для функцій ),( txGi ( mi 1,...,= ) та для майже всіх )(0,),0(),( Ttx ×+∞∈  виконуються 

умови: 0),( gtxGi ≥ , 0>=0 constg , 1),( gtxGi ≤ , 0>=1 constg . 
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(F) ( )),(0);(0, ∞∈ q
loc

q
i LTLF , ( mi 1,...,= ), 1.=

11

qp
+  

(U) ),(01
0,0 +∞∈ loci Hϕ , ),(02

1 +∞∈ loci Lϕ , ( mi 1,...,= ). 

Узагальненим розв'язком задачі (1)-(4) називаємо функцію ),...,(= 1 muucolu  таку, що 

)),(0];([0, 1
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яка задовольняє умови (2), (4) та інтегральну тотожність  
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для довільного ](0,T∈τ  і для довільної функції ),...,(= 1 mvvcolv  з компактним носієм такої, 

що ,)),0();((0,)),0();((0, 1
0,

2 +∞∩+∞∈ p
loc

p
loci LTLHTLv )),0();((0, 22 +∞∈

∂
∂
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i LTL

t

v
, mi 1,...,= . 

Основний результат роботи: при виконанні умов (А), (B), ( 1B ), (C), (G), (F), (U) існує єдиний 

узагальнений розв'язок ),...,(= 1 muucolu  задачі (1)–(4) в області TQ . 

 
Схема отримання результату 

Спершу необхідно дослідити класи коректності задачі (1)–(4) в обмеженій області. При цьому 
використовуємо метод Гальоркіна. Далі подібно до того, як це зроблено в [13], можна отримати 

наступний допоміжний результат. Нехай виконуються умови (А), (B), ( 1B ), (C), (G), (F), (U) і 

),...,(= 1 muucolu  та ),...,(= (0)(0)
1

(0)
muucolu  – узагальнені розв'язки задачі (1)–(4) з правими 

частинами F  і 0F  відповідно. Тоді для довільних 0,, RRτ  таких, що RR <<1 0 , ](0,T∈τ , 

правильна оцінка:  
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де 
2

2
>

−p

pβ , 1C , 2C  – додатні сталі, що залежать лише від  p , β . 

Далі доводимо коректність розв’язку математичної моделі у необмеженій області.  
 

Існування. Розглянемо послідовність натуральних чисел 2,3,...=k  та позначимо 

( )
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0 xxux k

k ζϕ   ),,(1 +∞−∞∈ Ckζ  1,)(0 ≤≤ xkζ  1=)(xkζ  
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при 1,−≤ kx  0=)(xkζ  при ,kx ≥  )(=)( 1
)(

1 xxk ϕϕ  при ,kx ≤  0=)()(
1 xkϕ  при kx > .  

Розглянемо в області ( ) ),0(,0 Tk × , 2,3,...=k  наступну задачу: 
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Можна показати існування єдиного узагальненого розв'язку )(ku  задачі (7)–(10) в ( ) ),0(,0 Tk × . 

Розглянемо тепер послідовність задач вигляду (7)–(10) для 2=k , 3,...=k , довизначивши )(ku  нулем  

на ( ) ),0(,0\ TkQT × . Отримаємо послідовність розв'язків задачі (1)–(4) в TQ , яку для зручності  

нову позначимо { })(ku . Покажемо, що послідовність { })(k
iu  є фундаментальною у  

просторі )),(0];([0, 1
0, +∞locHTC , а послідовність 
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де сталі 3C - 6C  не залежать від R . Нехай 0>ε  – довільне як завгодно мале число. Оскіль-
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можемо вибрати таке Nk ∈0 , 1,][> 10 +Rk  що для всіх 0>, kml  правильні оцінки  
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для довільних 0>, kml , ][0,T∈τ . Отже, { })(k
iu  є фундаментальною у просторі 

)),(0];([0, 1
0, +∞locHTC  послідовністю, а послідовність 









∂
∂

t

u k
i

)(

 – фундаментальна у  

просторі ( )( )( ) ( )),(0);(0,,0),0(];[0, 1
0, +∞∩+∞∩+∞ p

loc
p'p

locloc LTLLHTC , mi ,...,2,1= . Враховуючи 

довільність 0R , отримаємо, що послідовність { })(k
iu  збігається до u  в просторі 

)),(0];([0, 1
0, +∞locHTC , а послідовність 









∂
∂

t

u k
i

)(

 збігається до 
t

u

∂
∂

 в просторі 

( )( )( ) ( )),(0);(0,,0),0(];[0, 1
0, +∞∩+∞∩+∞ p

loc
p'p

locloc LTLLHTC , mi ,...,2,1= . При цьому для функції 

u  виконуються умови (2), (4).  Отже,  u   є узагальненим розв'язком задачі (1)–(4) . 

Єдиність отриманого розв'язку випливає з (6). Розглянемо два довільні розв'язки 1u  та 2u  задачі 

(1)–(4). Оскільки ,0)(=,0)( 21 xuxu , ,0)(=,0)(
21

x
t

u
x

t

u

∂
∂

∂
∂

, то нерівність (6) набуває вигляду:   

 ≤
∂

∂−
∂
∂+




























∂
∂−

∂
∂+











∂
∂−

∂
∂

 dxdt
t

u

t

u
dx

x

xu

x

xu

t

xu

t

xu
p

R
Q

R )0(

00

2)0(2)0(0 ),(),(),(),(

τ

ττττ
 

  2

2
1)(1

7
0

−
−+









−

≤ p

p

RC
RR

R αβ
 

для довільних τ , R , 0R  таких, що RR <<1 0 , ](0,T∈τ , 7C  – додатна стала, що залежать лише 
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Отже, 21 = uu  майже вcюди в 0R
TQ , тому розв’язок задачі (1)–(4) єдиний.  
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Висновки 
Отримано умови коректності розв’язку в математичній моделі нелінійних слабкозв'язаних 

коливальних систем – достатні умови існування та єдиності розв'язку. Зазначена методика дає 
змогу обгрунтувати коректність розв’язку моделі також й у випадках коливань за дії комбінованих 
нелінійних сил пружності та опору. Отримані якісні результати обґрунтовують можливість 
застосування до вказаної задачі методу Гальоркіна. У результаті надалі при дослідженні 
динамічних характеристик розв’язків розглянутих математичних моделей коливань можна застосо-
вувати різноманітні наближені методи. 
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